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1) Lo scopo di questo esercizio è dimostrare che una superficie regolare compatta in R3 contiene sempre
un aperto di punti ellittici.
(i) Sia σ: I → R3 una curva regolare parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco, e sia s0 ∈ I tale che

‖σ(s0)‖ = max
s∈I
‖σ(s)‖.

Mostra che:
(t(s0), σ(s0)) = 0, κσ(s0) 6= 0, (n(s0), σ(s0)) ≤ − 1

κσ(s0)
.

Sia ora S ⊂ R3 una superficie regolare compatta. Mostra che:
(ii) esiste p0 ∈ S di norma massima tra i punti di S;

(iii) p0 è un punto ellittico di S;
(iv) S contiene un aperto di punti ellittici.
(v) Sia S ⊂ R3 una superficie regolare compatta e orientabile, non omeomorfa ad una sfera. Mostra che S

contiene punti ellittici, iperbolici e a curvatura gaussiana nulla.

2) Sia S la superficie regolare ottenuta ruotando attorno all’asse delle z la curva σ: (π2 , π)→ R3 data da

σ(t) = (sin t, 0, cos t+ log tan
t

2
).

(i) Calcola la curvatura gaussiana di S in ogni punto.
(ii) Sia a ∈ (π2 , π) e sia ηa: [0, 2π] → S il parallelo ottenuto intersecando S con il piano {z = a}. Calcola

curvatura normale e curvatura geodetica di ηa.
(iii) Siano a1, a2 ∈ (π2 , π), a1 < a2, e sia R la regione di S compresa tra i paralleli ηa1 e ηa2 . Calcola l’area

di R.


