
3 Il metodo di iterazione di Nash e Moser

3.1 Il metodo di Newton

Ricordiamo qual era lo schema iterativo da cui scaturiva il Teorema della funzione implicita 1.3
(si veda l’Osservazione 1.6). Siano F : U × V → Z e (x0, y0) ∈ U × V tale che F (x0, y0) = 0 e
D2F (x0, y0) invertibile. Dato x in U si cercava y = y(x) in V che risolvesse F (x, y) = 0, e tale y
poteva essere trovato (con opportune ipotesi sulla F ), come limite della successione definita per
ricorrenza {

u0 = y0,
un+1 = un −D2F (x0, y0)−1F (x, un). (1)

Che velocità di convergenza possiamo aspettarci? Usiamo la seguente terminologia: parliamo di
convergenza di ordine p se |un+1 − y| ≤ c|un − y|p. La convergenza di ordine 1 con c < 1 si dirà
anche convergenza lineare (ma si noti che in questo caso |un − y| tende a zero esponenzialmente),
quella di ordine 2 convergenza quadratica (e vedremo che in questo caso |un − y| tende a zero
più che esponenzialmente, si ha la cosiddetta convergenza rapida). Dato che si supponeva D2F
continua, si avrà

|F (x, y′)− F (x, y)−D2F (x0, y0)−1(y′ − y)| ≤ ε|y′ − y|,

se (x, y) e (x, y′) sono sufficientemente vicini a (x0, y0). Da questa stima con y′ = un e y il limite
di (un), cioè la soluzione di F (x, y) = 0, si trova

|F (x, un)−D2F (x0, y0)−1(un − y)| ≤ ε|un − y|,

da cui

|un+1 − y| = |D2F (x0, y0)−1(D2F (x0, y0)(un − y)− F (x, un))| ≤ ε‖D2F (x0, y0)−1‖|un − y|.

Quindi abbiamo una convergenza lineare.

Confrontiamo lo schema iterativo appena visto con il classico metodo di Newton. In questo
caso, si tratta di cercare gli zeri di una mappa F : X → Y partendo da una quasi soluzione, cioè
da un x0 ∈ X per cui F (x0) è piccolo, e cercando un x1 = x0 + h tale che F (x1) sia ancora più
piccolo. Dallo sviluppo

F (x0 + h) = F (x0) +DF (x0)h+ o(h),

si vede che per avere F (x0 + h) il più piccolo possibile conviene prendere h tale che F (x0) +
DF (x0)h = 0. Quindi è bene avere DF (x0) invertibile e scegliere h = −DF (x0)−1F (x0). Si
arriva quindi allo schema iterativo

xn+1 = xn −DF (xn)−1F (xn),

che prede il nome di algoritmo di Newton. Si osservi che si tratta di una formula molto simile a (1):
la differenza è che invece di invertire il differenziale sempre nello stesso punto, nell’algoritmo di
Newton si opera questa inversione in tutti i punti della successione. Da un punto di vista numerico
non è detto che questa scelta sia conveniente (invertire un operatore, o anche una matrice, costa
in termini di calcolo), ma vedremo che si guadagna considerevolmente in termini di velocità di
convergenza (e quindi sono necessari meno passi per arrivare vicino alla soluzione con la precisione
desiderata). Infatti si ha il seguente:

3.1 Teorema. (Algoritmo di Newton) Siano X,Y spazi di Banach, Br(x0) la palla di raggio r
centrata in x0 ∈ X, ed F : Br(x0) → Y una mappa di classe C1 tale che:

(i) DF (x0) è invertibile, e si ponga α = |DF (x0)−1F (x0)|, β = ‖DF (x0)−1‖;

(ii) la mappa DF è k-Lipschitziana in Br(x0);
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(iii) 2kαβ < 1 e 2α ≤ r.

Allora F ha un unico zero x in B2α(x0), e l’algoritmo di Newton

xn+1 = xn −DF (xn)−1F (xn),

converge quadraticamente verso x, con

|xn − x| ≤ α

2n−1
q2

n−1, dove q = 2kαβ < 1.

Dimostrazione. Osserviamo subito che

DF (x) = DF (x0)[I +DF (x0)−1(DF (x)−DF (x0))], (2)

e per (ii), se |x− x0| ≤ 2α,

‖DF (x0)−1(DF (x)−DF (x0)‖ ≤ βk|x− x0| ≤ 2kαβ,

che è minore di 1 per (iii), da cui concludiamo che DF (x) è invertibile per ogni x ∈ B2α(x0).
Sempre da (ii), deduciamo che se x, x′ ∈ Br(x0), si ha

|F (x′)− F (x)−DF (x)(x′ − x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(DF (x+ t(x′ − x)−DF (x))(x′ − x) dt
∣∣∣∣

≤ k|x′ − x|2
∫ 1

0

t dt =
k

2
|x′ − x|2.

(3)

Poniamo αn = |xn+1 − xn|, βn = ‖DF (xn)−1‖, in modo che α0 = α e β0 = β. Poniamo anche
γn = kαnβn. Dalla (3) ricaviamo

αn = |DF (xn)−1F (xn)| ≤ βn|F (xn)| = βn|F (xn)−F (xn−1)−DF (xn−1)(xn−xn−1)| ≤
k

2
α2

n−1βn.

Dalla formula (2) con x = xn e x0 rimpiazzato da xn−1, ricaviamo che

‖DF (xn)−1‖ ≤ ‖DF (xn−1)−1‖
1− ‖DF (xn−1)−1(DF (xn)−DF (xn−1))‖

,

da cui, usando ancora (ii),

βn ≤
βn−1

1− βn−1kαn−1
=

βn−1

1− γn−1
, (4)

purché γn−1 sia minore di 1. Quindi

αn ≤
k

2
α2

n−1βn ≤
k

2
βn−1

1− γn−1
α2

n−1 =
1
2

γn−1

1− γn−1
αn−1, (5)

γn = kαnβn ≤ k
1
2

γn−1

1− γn−1
αn−1

βn−1

1− γn−1
=

1
2

γ2
n−1

(1− γn−1)2
. (6)

Poiché s < 1/2 è equivalente a s2/(1 − s)2 < 1, il fatto che γ0 = kαβ sia minore di 1/2 implica
che γn < 1/2 per ogni n. Ma allora da (5), αn < αn−1/2 per ogni n, da cui αn ≤ α2−n e

|xn+1 − x0| =
n∑

j=0

αj ≤ α
n∑

j=0

2−j < 2α ≤ r.

Da queste stime, insieme al fatto che DF (x) è invertibile per ogni x ∈ B2α(x0), deduciamo che
la successione (xn) è ben definita, assume valori in B2α(x0), ed è una successione di Cauchy, con
limite x ∈ B2α(x0). Si ha ovviamente F (x) = 0.
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Dalla (3) segue che

|xn+1 − x| = |DF (xn)−1(DF (xn)(xn − x)− F (xn) + F (x)| ≤ βn
k

2
|xn − x|2,

Osservando che supβn è finito poiché DF (x) è invertibile, si ha dunque

|xn+1 − x| ≤ c|xn − x|2, dove c =
k

2
supβn,

è la convergenza è quadratica.
Se x′ è un altro zero di F in B2α(x0), si ha

|x′ − x| ≤ β|F (x′)− F (x)−DF (x0)(x′ − x)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

(DF (x+ t(x′ − x))−DF (x0))(x′ − x) dt
∣∣∣∣

≤ βk|x′ − x|
∫ 1

0

|x− x0 + t(x′ − x)| dt ≤ 2αβk|x′ − x|,

e dunque x′ = x.
Per stimare la velocità di convergenza, poniamo δn = γn/(1 − γn), ed osserviamo che (6) e il

fatto che γn < 1/2 implicano che

δn ≤
1
2

γ2
n−1

(1− γn−1)2
1

1− γn
≤

γ2
n−1

(1− γn−1)2
= δ2n.

Allora δn ≤ δ2
n

0 . Per (5) si ha quindi

αn ≤
1
2
δn−1αn−1 ≤

1
2
δ2

n−1

0 αn−1,

che iterata produce
αn ≤ 2−nδ2

n−1
0 α.

Dato che δ0 = γ0/(1− γ0) ≤ 2γ0 = 2kαβ = q, si ha anche αn ≤ 2−nq2
n−1α. Perciò

|xn − x| ≤
∞∑

j=n

αj ≤ α

∞∑
j=n

2−jq2
j−1 ≤ αq2

n−1
∞∑

j=n

2−j = α2−n+1q2
n−1,

come volevamo dimostrare.

3.2 Due problemi in cui il teorema della funzione implicita classico non
risulta sufficiente

Immersioni isometriche. Siano M ed N due varietà. Se g è una metrica su N e u : M → N
è una mappa differenziabile, la metrica u∗g indotta su M è definita da

u∗g(x)[ξ, η] = g(u(x))[Du(x)ξ,Du(x)η], ∀x ∈M, ξ, η ∈ TxM.

Indichiamo con g la metrica standard g(x)[ξ, η] = ξ · η dello spazio euclideo RN . Un problema
classico in geometria Riemanniana è il seguente: data una varietà Riemanniana (M, g), è possibile
trovare un embedding u di M in qualche spazio euclideo RN che risulti isometrico, cioè tale che
u∗(g) = g? A questo problema è stata data risposta affermativa negli anni cinquanta da John
Nash [Nas56].

Vediamo come è possibile impostare questo problema nel caso particolare in cui M = Ω sia
un aperto di Rn. Una metrica g su Ω è associata ad una mappa g : Ω → C∞(Ω,Sym(n,R)), dove
Sym(n,R) indica lo spazio vettoriale delle matrici reali n× n simmetriche, tramite

g(x)[ξ, η] = g(x)ξ · η, ∀x ∈ Ω, ξ, η ∈ Rn.
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La positività della metrica si traduce nel fatto che g prende valori nel cono Sym+(n,R) delle
matrici simmetriche definite positive. Vogliamo trovare un embedding u : Ω → RN , per qualche
N sufficientemente grande, tale che u∗(g) = g, ossia

u∗(g)(x)[ξ, η] = Du(x)ξ ·Du(x)η = Du(x)TDu(x)ξ · η = g(x)ξ · η, ∀x ∈ Ω, ξ, η ∈ Rn,

o equivalentemente
Du(x)TDu(x) = g(x), ∀x ∈ Ω. (7)

In coordinate, indicando con le lettere latine gli indici in Rn e con le lettere greche gli indici in
RN (e adottando l’usuale convenzione sulla somma degli indici ripetuti), l’equazione (7) assume
la forma

∂iu
α(x)∂ju

α(x) = gij(x).

Si tratta di un sistema di equazioni differenziali non lineari del primo ordine, con N funzioni inco-
gnite e n2 equazioni (ma la simmetria riduce questo numero a n(n+1)/2 equazioni indipendenti).
Si noti che le soluzioni u di questa equazione hanno automaticamente differenziale iniettivo, cioè
sono delle immersioni. Per essere degli emebedding manca l’iniettività e il fatto che siano omeo-
morfismi con l’immagine. Qui non ci preoccuperemo della proprietà di embedding, limitandoci a
considerare il problema dell’esistenza di soluzioni di (7). Sembra naturale considerare la seguente
impostazione funzionale: vorremmo dimostrare che la mappa

F : C∗(Ω,RN ) → C∗−1(Ω,Sym(n,R), F (u) = u∗(g) = DuTDu,

ha nella sua immagine tutto C∗−1(Ω,Sym+(n,R)). Al solito, indichiamo con C∗ uno spazio di
funzioni la cui regolarità non è ben definita. Differenziando formalmente F in un certo u ∈
C∗(Ω,RN ) otteniamo

DF (u)h = DhTDu+DuTDh, ∀h ∈ C∗(Ω,RN ).

Vorremmo almeno poter dimostrare che se u è una mappa fissata (magari un embedding di classe
C∞), allora per ogni metrica g vicina a u∗(g), esiste una mappa v ∈ C∗(Ω,RN ) vicina a u tale
che v∗(g). Questo seguirebbe dal teorema della funzione implicita se riuscissimo a dimostrare
che DF (u) ammette un’inversa destra. In altre parole, data w ∈ C∗−1(Ω,Sym(n,R)), vorremmo
trovare una h ∈ C∗(Ω,RN ) tale che

DhTDu+DuTDh = w,

insieme ad una stima ‖h‖C∗ ≤ c‖w‖C∗−1 . In coordinate, vogliamo risolvere il sistema di equazioni

∂ih
α∂ju

α + ∂jh
α∂iu

α = wij . (8)

Questo sistema diventa più semplice da risolvere se imponiamo che h(x) sia ortogonale all’immagine
di Du(x) (cioè al tangente in x dell’immagine di u):

hα∂iu
α = 0. (9)

In effetti, differenziando la (9) ed usando (8) si vede che il sistema (8,9) è equivalente al sistema
(9,10), dove la (10) è

−2 ∂iju
α hα = wij . (10)

Il vantaggio del sistema (9,10) è che non si tratta più di equazioni differenziali, ma di un sistema
lineare di equazioni algebriche nelle incognite hα. Le incognite sono N , mentre le equazioni (tenuto
conto della simmetria) sono n+ n(n+ 1)/2 = (n2 + 3n)/2. È quindi ragionevole aspettarsi che se
N ≥ (n2 + 3n)/2 e se la u è in qualche senso generica, il sistema (9,10) risulta risolubile.

Supponiamo che sia questo il caso, e inoltre che la u sia di classe C∞. Le funzioni wij appar-
tengono a C∗−1, quindi da (10) dobbiamo aspettarci che anche le hα siano di classe C∗−1, e non
più regolari. Perciò h appartiene a C∗−1(Ω,RN ) e non a C∗(Ω,RN ) come avremmo voluto. In
altri termini, abbiamo una stima ‖h‖C∗−1 ≤ c‖w‖C∗−1 , e non la stima ‖h‖C∗ ≤ c‖w‖C∗−1 di cui
avremmo bisogno. L’operatore DF (x) ammette in un certo senso un’inversa destra, ma quest’in-
versa destra è un operatore non limitato tra gli spazi che ci interessano. Si noti che il problema
svanirebbe se fossimo autorizzati a lavorare in spazi C∞, che però non sono spazi di Banach.
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Linearizzazione di funzioni olomorfe. Sia Br la palla di raggio r centrata in 0 in C, e sia
f : Br → C una funzione olomorfa tale che f(0) = 0 e f ′(0) = α 6= 0. Vorremmo studiare il
problema seguente: è vero che f è olomorficamente coniugata in 0 alla sua parte lineare? In altre
parole, ci stiamo chiedendo se esiste una funzione olomorfa h : Bs → C tale che h(0) = 0, h′(0) 6= 0
e

h−1 ◦ f ◦ h(z) = αz, ∀z ∈ Bs. (11)

A meno di scambiare h(z) con h(λz), possiamo supporre che h′(0) = 1. Poniamo

f(z) = αz + a(z), a(z) =
∞∑

n=2

anz
n, h(z) = z + b(z), b(z) =

∞∑
n=2

bnz
n.

I coefficienti an sono assegnati, e si tratta di trovare i coefficienti bn e dimostrare che la serie b ha
raggio di convergenza positivo. L’equazione (11) è equivalente a f ◦ h(z) = h(αz), cioè a

αb(z) + a(z + b(z)) = b(αz), (12)

ossia a

α
∞∑

n=2

bnz
n +

∞∑
n=2

an

(
z +

∞∑
m=2

bmz
m

)n

=
∞∑

n=2

bnα
nzn,

o anche
∞∑

n=2

anz
n

(
1 +

∞∑
m=2

bmz
m−1

)n

=
∞∑

n=2

(αn − α)bnzn.

Se indichiamo con
∑∞

n=2 cnz
n la serie di sinistra, è facile vedere che la dipendenza di cn dai

coefficienti bj coinvolge solamente i coefficienti fino all’(n−1)-esimo (anzi fino ad un indice ancora
più basso, ma questo ci basta): cn = cn(b2, . . . , bn−1). Questa osservazione permette di risolvere
l’equazione sopra induttivamente:

b2 =
a2

α2 − α
, bn =

cn(b2, . . . , bn−1)
αn − α

.

L’equazione è dunque risolubile formalmente per ogni scelta dei coefficienti an se e solamente se
i denominatori non si annullano mai, ossia se e solamente se α non è una radice n-esima di 1,
per nessun n ∈ N. In particolare, se |α| 6= 1. In questo caso la soluzione formale h ha raggio di
convergenza positivo:

3.2 Esercizio. Supponiamo che f(0) = 0 e f ′(0) = α 6= 0 abbia modulo diverso da 1. Dimostrare
che esiste unica una funzione olomorfa h : Bs → C, per qualche s > 0, tale che h(0) = 0, h′(0) = 1,
e h−1 ◦ f ◦ h(z) = αz.

Quando α ha modulo unitario ma non è una radice di 1, la convergenza della serie b diventa
problematica, poichè i denominatori αn − α, pur essendo sempre diversi da zero, si avvicinano a
zero frequentemente. Infatti:

3.3 Esercizio. Supponiamo che il numero complesso α di modulo unitario non sia radice di 1.
Dimostrare che l’insieme {αn | n ∈ N} è denso nel cerchio unitario.

Questa difficoltà prende il nome di problema dei piccoli denominatori. Nonostante la soluzione
formale qui sia più o meno esplicita, ed il problema sia la sua convergenza, risulta utile impostare
questo problema come una questione di funzione implicita. Premettiamo il seguente:

3.4 Esercizio. Sia A(r) l’insieme delle funzioni olomorfe e limitate su Br. Dimostrare che la
norma dell’estremo superiore rende A(r) uno spazio di Banach.
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Indichiamo con A2(r) il sottospazio di A(r) composto da quelle funzioni che si annullano in 0
assieme alla loro derivata prima, e scelto s < r consideriamo la mappa

F : A2(r)× {b ∈ A2(s) | ‖b‖∞ < r − s} → A2(s), F (a, b) = α ◦ b− b ◦ α+ a ◦ (id + b),

dove con α indichiamo anche la funzione lineare z 7→ αz. Si ha F (0, 0) = 0, e (12) mostra che
il nostro problema si traduce in: data a ∈ A2(r) trovare b ∈ {b ∈ A2(s) | ‖b‖∞ < r − s} tale che
F (a, b) = 0. Si tratta dunque della tipica formulazione da teorema della funzione implicita. Il
differenziale rispetto alle seconda variabile di F in (0, 0) è l’operatore lineare

D2F (0, 0) : A2(s) → A2(s), D2F (0)u = α ◦ u− u ◦ α.

Data v =
∑∞

n=2 vnz
n ∈ A2(s), la soluzione formale u di

α ◦ u− u ◦ α = v

è data da

u(z) =
∞∑

n=2

vn

α− αn
zn.

Di nuovo, i piccoli denominatori rendono problematica la convergenza: se u ha raggio di conver-
genza s, la v avrà in generale raggio di convergenza minore. Per ben che vada (cioè imponendo
ulteriori condizioni sul numero di modulo unitario α), potremmo sperare di avere un inversa destra
continua da A2(s) in un A2(s′) con s′ < s. Come prima, il teorema della funzione implicita classico
non è applicabile a causa di un’inversa destra illimitata. Il problema risulterebbe semplificato se
potessimo lavorare contemporaneamente con spazi di funzioni olomorfe di raggio di convergenza
arbitrario.

3.5 Esercizio. Si consideri la mappa

F : C∞([−1, 1]) → C∞([−1, 1]), F (u)(x) = u(x)− xu(x)u′(x).

Si verifichi che il differenziale di F in 0 è l’identità (differenziale formale, o per chi conosce la
definizione di differenziale di una mappa tra spazi di Frechet, differenziale vero). Si mostri però che
la mappa F non è localmente aperta in 0: le funzioni vn(x) = 1/n+xn/n! tendono uniformemente
a 0 con tutte le derivate in [−1, 1], ma vn non appartiene all’immagine di F .

3.6 Esercizio. Provare a dare un’impostazione funzionale al problema seguente: dato un diffeo-
morfismo ϕ : Br0(0) → ϕ(Br0(0)) ⊂ Rn di una palla di Rn in Rn tale che ϕ(0) = 0 e Dϕ(0) = I,
cercare un campo X : Br1(0) → Rn, r1 ≤ r0, il cui flusso a tempo 1 coincida con ϕ in un intorno
di 0. In altre parole, si vuole che la soluzione del problema di Cauchy

∂tψ(t, x) = X(ψ(t, x)), ψ(0, x) = x, ∀x ∈ Br1(0),

verifichi ψ(1, x) = ϕ(x) per ogni x ∈ Br2(0), se r2 ≤ r1 è sufficientemente piccolo. Quali sono le
difficoltà?

3.7 Esercizio. (i) Dimostrare che il problema sopra ha soluzione se si ammette che il campo X
dipenda dal tempo. In altre parole, si cerca X : [0, 1] × Br1(0) → Rn tale che la soluzione del
problema di Cauchy non autonomo

∂tψ(t, x) = X(t, ψ(t, x)), ψ(0, x) = x, ∀x ∈ Br1(0),

verifichi ψ(1, x) = ϕ(x) per ogni x ∈ Br2(0), se r2 ≤ r1 è sufficientemente piccolo. (ii) Al posto
di Dϕ(0) = I assumiamo Dϕ(0) = A ∈ GL(n,R). Per quali A ∈ GL(n,R) è ancora possibile
risolvere questo problema?
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3.8 Esercizio. Sia ϕ : S1 → S1 un diffeomorfismo, vicino in qualche senso all’identità. Ci si
chiede se possiamo ottenere ϕ come flusso a tempo 1 di un campo sul cerchio, X : S1 → TS1. (i)
Dare un’impostazione funzionale a questo problema, ed individuare le difficoltà. (i) Supponiamo
che un diffeomorfismo ϕ : S1 → S1 non abbia punti fissi e sia il flusso a tempo 1 di un campo X :
S1 → TS1. Dimostrare che ϕ è coniugato ad una rotazione: esiste un diffeomorfismo h : S1 → S1

tale che ϕ = h−1 ◦ Rα ◦ h, dove Rα : S1 → S1 è la rotazione eiθ 7→ ei(θ+α). (iii) Dimostrare che
esistono diffeomorfismi ϕ : S1 → S1 arbitrariamente vicini all’identità nella topologia Ck, k ∈ N,
che non sono topologicamente coniugati ad una rotazione.

3.3 Scale di Banach

Gli esempi della sezione precedente suggeriscono di estendere il setting di mappe tra due spazi di
Banach ad un setting più ampio, che preveda la possibilità di lavorare con infiniti spazi di Banach
in un colpo solo. Uno dei modi per formalizzare questa idea è introdurre il concetto di scale di
Banach.

Sia (Λ,≤) un insieme totalmente ordinato. Una famiglia di spazi di Banach {Xλ}λ∈Λ tale che
per ogni λ ≤ µ lo spazio Xµ si immerga con continuità in Xλ si dice scala di Banach. Vediamo
alcuni esempi.

Spazi di mappe differenziabili. Sia Ω un aperto limitato di Rn. Consideriamo Λ = [0,+∞)
e se λ = k + α, con k ∈ N e α ∈ [0, 1), sia

Xλ = Ck,α(Ω,R)

lo spazio delle funzioni con derivata k-esima uniformemente α-Hölderiana. Si verifica facilmente
che {Xλ}λ∈Λ è una scala di Banach.

Spazi di successioni pesate. Sia Λ ⊂ R+ un intervallo chiuso, e per λ ∈ Λ poniamo

Xλ =

{
x ∈ RN | |x|λ :=

∞∑
n=0

eλn

√
n!
|x(n)| < +∞

}
.

Si verifica facilmente che {Xλ}λ∈Λ è una scala di Banach.

Spazi di funzioni olomorfe. Sia Λ = [r0, r1], con 0 < r0 < r1 < +∞, e sia A(r) lo spazio
delle funzioni olomorfe e limitate in Br, munito della norma dell’estremo superiore. La famiglia
{A(r)}r∈[r0,r1] è una scala di Banach.
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