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Esercizio 1. La norma di una matrice reale 2 x 2,

_(* VY
=(27)
¢ la quantita ||Al| = /22 + y2 + 22 + 12, La distanza tra due matrici A e B

definita da dist(A, B) = ||A— B||. Sia X I'insieme delle matrici reali 2 x 2 con
determinante nullo. Determinare le matrici in ¥ che hanno distanza minima

dalla matrice
1 0
A= ( 0 2 ) '

RISOLUZIONE. Minimizzare la distanza e equivalente a minimizzare il suo

quadrato. Posto
_( T Y
-(17)

dist(B, A)? = (z — 1) + 9> + 22+ (t — 2)%

si ha

Occorre trovare il minimo di questa funzione di 4 variabili con il vincolo
xt —yz = 0.

Un modo & osservare preliminarmente che tale minimo deve esistere per il
Teorema di Weierstrass: il vincolo & un sottoinsieme chiuso di R* e la funzione
f da minimizzare ¢ coerciva (ossia {u € R*| f(u) < ¢} & compatto per ogni
¢ € R). Una volta stabilita 'esistenza del minimo, questo si puo determinare
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

In alternativa si puo ragionare nel modo seguente. Osserviamo che

dist(B,A)? =y* + 2>+ 1 -2z + 2> + (t — 2)°
> £2yz + 1 — 22 4 2|z|(2 — t) = 4|x] — 22 + 2(xyz — |z|t) + 1.



Dato che det B = 0, possiamo scegliere i segni in modo che +yz — |z|t = 0.
Dato che 4|z| — 2z > 0, troviamo che

dist(B, A)* > 1,

e l'uguaglianza vale se e solo se 4|x| —2x = 0, |z| = 2 —t, y = *+z, e
det B = xt — yz = 0. Questo produce

B:<8g>

Esercizio 2. Stabilire per quali a € R la forma

(y — 23)(32%dx + dy)  (y + 2°)(3x2dx — dy)
(2% +y?)° (20 +y?)*

w(z,y) =

¢ esatta sull'insieme {(z,y) € R?* | y < 2%} e nel caso determinarne una
primitiva.
R1sOLUZIONE. Con il cambio di variabile u = y — 3 e v = y+ 2, osservando

che du = dy — 3x%dx e dv = dy + 32°dz , otteniamo il problema equivalente
con la forma

1 (udv —vdu)

Olu,v) = 2a (u? 4 v?)>

sul dominio Q = {(u,v) € R? | u < 0}. Imponendo le condizioni di chiusura
si ha

0 u 9 v

ou \ (w2 +v2) ) v \ (u2 +v2)e

(u? + )7 (0? + (1 — 2a)u?) = —(u? +0*) " (u? + (1 — 2a)v?)

che equivale a

per ogni v € R e u < 0. Cid implica o = 1. Una primitiva di & su Q &

~ 1
P(u,v) = 3 arctan (%)
pertanto una primitiva di w su {(z,y) € R? | y < 23} &

1 3
P(z,y) = iarctan (y e ) .

y —a’

2



Esercizio 3. Calcolare I'integrale
/ (2° + 2%y — 2y® — ¥°) (@ + y) sin(22) dz dy d=
Q

ove si ¢ definito

1 1

cos 2 sin z

Q:{(x,y,z)‘0<x+y<min{ },0<z<g,0<x—y<1}.

Ri1SOLUZIONE. La continuita e la limitatezza dell’integranda sul dominio
limitato ) garantiscono l'integrabilita. Sia I il valore dell’integrale da calco-
lare. Con il cambio di variabile v = (x +y), v = (r — y), si ha

1
I= —/ u® v sin(22)dudvdz
2Ja

oveéz{(u,v,z)‘0<u<min{ L1 0<z<73, O<v<1}. Ne

cosz? sinz

segue che

1
I= —/ u® sin(2z)dudz
1Jq

ove Q1 = {(u, z)‘O <u <min{—=, ==}, 0 <z < Z}. Abbiamo

cosz’ sinz

/4 1/cosz /2 1/sinz
4[2/ sin(Zz)/ u? dudz+/ sin(2z)/ u® dudz
0 0 /4 0

1 w/4 1 w/2 1
= —/ LAy P —/ COSBZ dz = —(cosz)?
2 Jo - 4

cos3 z 2 Jrys sin®z

w1, 21
o T atinz) o 2

quindi [ = 1/8.



