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Esercizio 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali:

d
d_f = y+a(l—a®—y?),
d
d_?z{ = —x+y(l—2*—9?

1. Mostrare che per ogni (zg,yo) € R? la soluzione (x(t),y(t)) tale che
x(0) = zg e y(0) = yo & definita per tuttiit € R*.

2. Discutere il comportamento delle soluzioni per ¢ — 4oc0.

RISOLUZIONE. In coordinate polari (r,#) il sistema e equivalente a

d d d

57“2 = Qxd—f + 2yd—i{ =2(1 — 2% — ) (2® +9?) = 2r*(1 — r?),
o d can 22 xy — oy )
— = —arctan = = = -1
dt  dt x  x?+yr 22

Dato che 2r?(1 — r?) si annulla per r =0 e r = 1, & positivo per 0 <r < 1 e
negativo per r > 1, deduciamo che:

1. (x,y) = (0,0) & l'unico punto di equilibrio;
2. il cerchio r = 1 e invariante e corrisponde ad un’orbita periodica;

3. se la condizione iniziale verifica 0 < r < 1, orbita ha norma crescente
tendente ad 1;

4. se la condizione iniziale verifica r > 0, 'orbita ha norma decrescente
tendente ad 1.

In particolare le soluzioni sono limitate per tempi positivi, quindi esistono
per ogni t € RT. Le informazioni sopra, insieme all’equazione per # mostrano
che tutte le soluzioni diverse dall’equilibrio (0, 0) ruotano in senso orario con



velocita angolare costante 27 e per ¢ — 400 si avvicinano asintoticamente
all’orbita 27-periodica r = 1.

Esercizio 2. Siano date p uno-forme
wl:Zf;dgj’ i:]‘?"'7p7
j=1

dove f; e ¢’ sono funzioni di classe C* su R". Si supponga che per ogni
r € R" i covettori w!(z),...,wP(z) siano linearmente indipendenti.

1. Dimostrare che per ogni x € R" i covettori dg'(z),...,dg"(z) sono
linearmente indipendenti, e che la matrice ( f]" (x))ij=1.p € invertibile.

2. Determinare delle uno-forme 9; tali che

p
dwi:ZH;-/\wj, Vi=1,...,p.

RISOLUZIONE.
(a) La relazione data mostra che ogni covettore w’(x) & combinazione li-
neare dei p covettori dg?(z), 7 = 1,...,p. Quindi la dimensione del sottospa-

zio vettoriale generato dagli w'(z) non supera la dimensione del sottospazio
generato dai dg’(z). Per I'ipotesi di indipendenza, la prima di queste dimen-
sioni ¢ p, quindi anche la seconda dimensione ¢ p ed i covettori dg’(x) sono
linearmente indipendenti. I numeri f}(x) sono i coefficienti della matrice del
corrispondente cambiamento di base, quindi tale matrice e invertibile.

(b) Differenziando le w® troviamo

p
dw' = " dfy A dg".
k=1
Inoltre per la distributivita del prodotto esterno,

p p p p
Zel AWl = ZZ £100 A dg Z (Z f;j@j) A dg*.
= j=1 k=1 j=1



La relazione sopra ¢ verificata se
p
i J g
dfy = E .05
j=1

Questa relazione puo anche leggersi nel modo seguente: per ogni x € R”, la
matrice (dfi(x)) ¢ il prodotto tra le matrici (f{(z)) e (f}(x)). Indicando con
(hi.) la matrice inversa di (f;(x)), ¢ sufficiente scegliere

p
0 =Y hidfi.
j=1

Esercizio 3. Calcolare I'integrale
/ 2?2 e+ cog(Ba 4+ yy + 1) da dy dz
R3

al variare dia > 0e 3,7 € R.

Ri1soLUZIONE. La decrescenza esponenziale immediatamente garantisce la
convergenza dell’integrale. Sia I il suo valore. Osserviamo che

I =Re e Fla?e ) (8,4,0)]

ove F indica la trasformata di Fourier e abbiamo posto (z,y, z) = w. Defi-
niamo inoltre & = (3,7, #) e notiamo che

2 2 2 2 / 2
Flat )(€) = = e )©) =~ () et

Calcolando la derivata parziale seconda e sostituendo nelle precedenti espres-
sioni, si ottiene

Y\ 3/2 24,2 1 52
_ —(B~+ 4o
= (5) e T (2a a 4a2> cos(L).



