6.— Massimi e minimi relativi per funzioni reali di piti variabili.
Esercizio 1| — Trovare i massimi e minimt relativi della funzione
fix.y)=(x-y)x*+y2 - 1) (x.y)eR?

La funzione f ¢ di classe C* in R? quindi gli eventuali punti di
massimo o minimo relativo sono da ricercarsi tra i punti stazionari della t,
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cioé tra i punti nei quali si annullano entrambe le derivate prime (T.Cap.
3,n 11):

of(x,
(x y)= x2+y2-1+2x(x-y)=0
aX

of(x.y)
oy

~x2-yhl+ 2yx-y)=0

Questo sistema di equazioni ha le seguenti soluzioni

1 1 i 1
X =— X =- X = X = - ——
Vo Vi 3 6
6.1)
1 1 1 1
y =-— y=-—m= =

"% U Ve

Per stabilire quali fra questi punti sono punti di massimo o minimo rela-
tivo, consideriamo la matrice Hessiana della funzione f

9% f 9%f

ax2  axdy 6x-2y  2y-2x
H(x,y) = =

orf  o%f Qy-2x  2x-6y

oxdy dy?

Calcoliamo la matrice Hessiana nei punti (6.1) e troviamo i corrisponden-

ti autovalort:

[¢]
]

S
S

4
= . autovalori:
0
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Un autovalore ¢ positivo e uno & negativo quindi il punto

|
,—— |non
x/i)

e
S|

¢ di massimo ne di minimo relativo per f.

CIRC Vi'vh

(4
H (— A —1— 3 V2 , autovalori: - 4 4

Il punto L —l—“)non ¢ punto di massimo o minimo relativo per f
V2 V2
8 .4
H( . , - l—) = 13 Ve , autovalori: 12 e
Ve Ve 4 8 6 V6

V6 Ve

infatti gli autovalori sono le soluzioni dell’equazione

S_.h)\ — i
2
det[ V6 Ve ) _ ~8———>\) -£=0
- _4_ __8___}\ \/g
Ve Ve
1 1 .
Gli autovalori sono entrambi positivi quindi il punto] — -——= 1] & un

punto di minimo relativo per f e

Infine



8

4
H(—*l—- 1) \/6- \/g ,autovalori:—l—e——i-

W]

Ve Vel |4 8 NG
3 Ve

(o)

|...

Gli autovalori sono entrambi negativi ¢ il punto (— \"/,1——‘, ) ¢ punto
6

N

di massimo relativo per f. Risulta

s

Esercizio 2 — Trovare i punti di massimo e minimo relativo della funzto-

ne

fix,y) = (Ixl+y)e =7 (x,y)e R?

La funzione f & di classe C' sul semipiano x > 0 ed € di classe

C!sul semipiano x < 0. Non ¢ derivabile parzialmente nei punti dell’asse

y.
Semipiano x > 0: Cerchiamo i punti stazionari risolvendo il sistema

of -x -x
—=¢ Yoy(xsy)e V=0
X

o —x _
e ox(x+y)e V=0
ay

Questo sistema ha come unica soluzione, nel semipiano x > 0, il punto

/
i
<
|
S

b
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Calcoliamo la matrice Hessiana in questo punto; si ha

' f “xy 2 “xy
a? = 2ye “T+y*(x+y)e
o f —xy
3xdy = (xy-2)x+y)e
9% f -x -X
a—'z'ﬁ —2xe axP(x+y)e Y
y
Quindi ) .

H(:/LE\}_E) = |

S
Ve Ve

7

Gli autovalori di questa matrice sono uno positivo ¢ uno negativo

|

e i
quindi il punto B
o) \/5

-

<j

funzione f.

)non ¢ di massimo o di minimo relativo per fa
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Semipiano x < 0: Troviamo i punti stazionari della funzione f(x,y) =

- X . B .
= (y-x)e Y risolvendo il sistema

af .
— = Y y(y-x)e =0
0Xx
of
— = Vox(y-x)e V=0
ay

Questo sistema ha come unica soluzione, nel semiptano x <0, il punto

A

V2

Calcoliamo la matrice Hessiana in questo punto; si ha

X:y:——

o f x x
5; = 2ye y+y2(y—x)e Y
2

= (xy-2)y-x)e 7
33y (xy-2)(y-x)e
a2 f C_x —x
oy =-2xe” " Vax?(y-x)e

quindi
; '/ 2
e
’ 0

S. Campanato - Esercizi di analisi matematica — I parte — 8
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Anche questa matrice ha un autovalore negativo e uno positivo e quindi
il punto (~ — *—"—) non ¢ né di massimo né di minimo relativo per la

V2 V2

funzione f.

Analizziamo ora il comportamento della funzione f nell'intor-
no dei punti (0,y). Si tratta di fare una analisi diretta in quanto nell’in-
torno di questi punti la funzione f non ¢ di classe Cct.

f ristretta all’asse y diventa

f(0,y) =y

E’ chiaro quindi che i punti dell’asse y non sono punti di massimo ne di
minimo relativo per1a f. Infatti fissato uno di questi punti, P=(0,y°), ri-
sulta

£(0,y) > f(0.y°) se y>y°
£(0,y) < f(0,y°) se  y<y°

e quindi in ogni intorno di P ci sono punti nei quali il valore di f ¢ mag-
giore di f(P) ¢ punti nei quali il valore di f & minore di f(P).
Conclusione: La funzione f non ha punti di massimo o di mi-

nimo relativo in R2.

Esercizio 3 — Trovare i punti di massimo e minimo relativo della funzio-

ne f(x,y) = senxy nel quadrato aperto
Q ={(xy)Ixi <2, Iyl <2}

La funzione f & di classe C® nel quadrato Q. Cerchiamo 1 pun-

ti stazionari
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of(x,y)

x =y cosxy =0
af(x,y)
——== x cosxy = 0
dy

Le soluzioni di questo sistema sonoil punto(0,0) e i punti (x,y) del qua-

drato Q che appartengono alle iperbole di equazione

Xy = e Xy =-

N A

T
2

Calcoliamo la matrice Hessiana in questi punti. Risulta

0% f 2 92 f 0%f )
— = -y*senxy . = COSXY-XYySenxy, — 5 = -X“senx
oz Y vy YOXYSERXY, Gy Y
i | \
/ %4 _I
- Q xy=3
t ot
0 : X
—_—] "—;_-_E_
\ !
\ I
Quindi
0 1
H(0.0) = autovalori: A=1 e¢ A=-1
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Il punto (0,0) non ¢ di massimo né di minimeo relativo.
Nei punti dell’iperbole xy = %che appartengono a Q risulta

2

_ T _m
4x? 2 n?
H= autovalori: A=0 e A=- —2+x2 <0
T 2 4)(

In questi punti la matrice Hessiana € semidefinita negativa; questa ¢ con-
dizione necessaria ma non sufficiente perché i punti in questione siano
di massimo relativo. E’ necessaria una indagine diretta: Sia PeQnN {(x,y):
DXy = %—} ; quando (x,y) varia in un intorno abbastanza piccolo di P, il
numero Xy varia in un intorno abbastanza piccolo di -72L € in questo pun-
to la funzione sent ha un massimo (come ¢ ben noto).

Conclusione: se (x,y) varia in un intorno abbastanza piccolo di P ¢

senxy < senP = |

quindi i punti PeQﬂ{(x,y):xy = g—}sono punti di massimo relativo.
In modo del tutto analogo si prova che nei punti dell’insieme
QN {(x,y):xy=~-§—}la matrice Hessiana ha come autovalori

0 _713 2
e 4x2+x >0

quindi ¢ semidefinita positiva. Anche in questo caso ¢ necessaria una in-

dagine diretta e si prova che i punti di Qﬂ{(x.y):xyz—g*} sono punti di

o=

minimo relativo per f in quanto t—>sent ha un minimo nel punto t = -




