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Capitolo 1

Introduzione

Il teorema di Poincaré-Birkhoff è un risultato di notevole importanza per

alcuni filoni della matematica contemporanea, quali i sistemi dinamici e al-

cune branche della geometria; recentemente ad esempio è stato utilizzato

da Franks [17] per dimostrare l’esistenza su superfici di infinite geodetiche

periodiche.

Anche chiamato Ultimo teorema geometrico di Poincaré, perché da lui

formulato come congettura e dimostrato in alcuni casi speciali poco prima

della sua morte, è stato poi ripreso da Birkhoff che ne ha fornito una di-

mostrazione negli anni 20, sebbene non del tutto chiara e rigorosa in alcuni

punti, che tuttavia sono stati successivamente risistemati negli anni 70 da

Brown e Neumann [7].

Il teorema asserisce l’esistenza di almeno due punti fissi interni per un

omeomorfismo twist della corona circolare che conservi la misura di Lebesgue.

Se A è una corona circolare, bordi compresi, un omeomorfismo f : A → A

si dice twist se fa ruotare le due componenti del bordo di A in direzioni

angolari opposte. Tuttavia questa definizione è ambigua dal momento che

uno spostamento di θ in un verso coincide con uno di 2π−θ nel verso opposto.

Quindi una definizione più corretta per un omeomorfismo twist f : A → A

è la seguente: f può essere sollevato a un omeomorfismo g : S → S del
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rivestimento universale

S = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1}

di A, che, ristretto al bordo di S, sia una traslazione, in un verso per una

componente e in quello opposto per l’altra.

Vediamo subito che senza l’ipotesi sulla misura il teorema diventa falso:

supponiamo, d’ora in poi, senza perdita di generalità, che A sia la corona

circolare compresa tra le circonferenze di centro l’origine e raggi 1 e 2 e

consideriamo un omeomorfismo f : A→ A tale che, in coordinate polari,

(r, θ)
f

−→ (ψ(r), θ + φ(r))

dove ψ(r) = r solo per r = 1 o 2, φ(1) < 0 e φ(2) > 0.

Facciamo inoltre presente che lo studio dei punti fissi per problemi di

carattere topologico è in genere affrontato nel modo più generale dalla teoria

di Lefschetz.

Innanzitutto si potrebbe dimostrare, usando il grado di Brouwer e il teo-

rema di Hopf, ma anche con strumenti di topologia di base, che gli omeo-

morfismi f della corona che mandino ciascuna componente del bordo in sé

possono essere di due tipi:

1. f è omotopo all’identità

2. f è omotopo a una simmetria rispetto a un diametro di una componente

del bordo di A,

ovvero possono cambiare oppure no l’orientazione della corona.

Per mappe omotope all’identità, come un omeomorfismo twist, vale la

seguente

Proposizione 1.1. Sia K un poliedro connesso con caratteristica di Eulero

χ(K) 6= 0. Allora ogni f : K → K omotopa all’identità ha un punto fisso.

Questo è un semplice corollario del teorema di punto fisso di Lefschetz-

Hopf, secondo cui una mappa f da un poliedro finito K in se stesso, con

numero di Lefschetz λ(f) diverso da 0, ammette un punto fisso.
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Infatti λ(f) è un numero che dipende solo dalla classe di omotopia di f

e, nel caso della proposizione (1.1), λ(f) = λ(id) coincide con χ(K).

Tuttavia questo risultato non ci dà informazioni per la corona, dato che

χ(A) = 0
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Capitolo 2

Il Teorema

Introduciamo innanzitutto la classe degli omeomorfismi twist della corona

circolare. Consideriamo a tal fine omeomorfismi f : A→ A, dove

A := {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ |(x, y)| ≤ 2}

e mostriamo in primo luogo l’esistenza e l’unicità, a meno di multipli di 2π,

del sollevamento g : S → S, dove

S := {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 1}

è il rivestimento della corona.

Ponendo r = f ◦ π, dove

π : S −→ A

(x, y) 7−→ ((1 + y) cosx, (1 + y) sinx)

e indicando con un asterisco in pedice l’omomorfismo indotto sui gruppi

fondamentali, basta verificare, come si può vedere dal seguente diagramma,

S
g

//

π

��

r

��@
@

@@
@

@@
S

π

��
A

f
// A
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che r∗π1(S) ⊆ π∗π1(S), che è sempre vero, poiché S è semplicemente con-

nesso. E se x0 ∈ S e y0 ∈ π−1(f ◦ π(x0)), allora, poiché S è connesso, esiste

un’unica g tale che g(x0) = y0.

Inoltre, g è un omeomorfismo: consideriamo, infatti, il seguente diagram-

ma:

S
g

//

π

��

S

π

��

h // S

π

��
A

f
// A

f−1

// A

Chiaramente, cos̀ı come abbiamo sollevato f , possiamo sollevare f−1 ad un’u-

nica mappa h che mandi y0 = g(x0) ∈ S in z0 ∈ π−1(f−1 ◦ π(y0)). Ma,

guardando la parte sinistra del diagramma, è evidente che

f−1 ◦ π(y0) = π(x0),

dunque x0 ∈ π−1(f−1 ◦ π(y0)) e possiamo trovare un sollevamento h tale che

h ◦ g(x0) = x0.

Notiamo adesso che h ◦ g è un sollevamento dell’identità, che vista nel

diagramma è la mappa f−1 ◦ f : dobbiamo solo verificare che il diagramma

commuti. Esplicitamente, poiché ciascuna delle due parti, destra e sinistra,

del diagramma commuta,

π ◦ h ◦ g = f−1 ◦ π ◦ g = f−1 ◦ f ◦ π.

Ora, poiché l’identità in S è un sollevamento dell’identità in A e h ◦ g

lascia fisso un punto (x0), per l’unicità del sollevamento,

h ◦ g(x) = x ∀x ∈ S

e, analogamente,

g ◦ h(x) = x ∀x ∈ S.

Dunque h = g−1 e g è un omeomorfismo.

Una proprietà che g senz’altro possiede, essendo un sollevamento di una

mappa da A in sé, è che

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2kπ, 0)
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per qualche k ∈ Z. Ma possiamo dire qualcosa di più su k. Infatti, dato che

f : A→ A è un omeomorfismo,

f∗ : π1(A) → π1(A)

è un isomorfismo di gruppi. Poiché π1(A) = Z e g∗ manda generatori in

generatori, denotando con ω un generatore di Z, cioè ω ∈ {+1,−1}, si ha

f∗[ω] = kω,

dove k ∈ {+1,−1} ed è tale che 2πk sia la differenza tra punto finale e iniziale

nel sollevamento di f ◦ ω. Allora questo k è proprio lo stesso che compariva

nella relazione di periodicità scritta sopra.

Noi saremo interessati al caso k = 1, per cui

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0).

Visto questo, possiamo dare la seguente

Definizione 2.1. Un omeomorfismo f : A → A si dice twist se può essere

sollevato a un omeomorfismo g : S → S che soddisfi

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0),

g(x, 1) = (x− r1, 1),

g(x, 0) = (x+ r2, 0),

per qualche r1, r2 > 0.

Notiamo che, siccome il sollevamento di f è unico a meno di multipli di

2π, è chiaro che se si può trovare una g che verifichi:

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0),

g(x, 1) = (x+ r1, 1),

g(x, 0) = (x+ r2, 0),

con r1 < 2kπ < r2 per un qualche k ∈ Z se ne può trovare anche una che

soddisfi le ipotesi che abbiamo dato nella definizione di twist.

Chiarita questa definizione, enunciamo il
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Teorema 2.1 (Poincaré-Birkhoff). Un omeomorfismo twist f : A → A

che conservi la misura di Lebesgue ha due punti fissi interni.

Mostriamo adesso che se il teorema vale per una certa misura, vale anche

per qualunque misura che sia il pull-back della prima tramite un omeomor-

fismo di A in sè.

Supponiamo infatti che f : A → A sia un omeomorfismo che conservi la

misura ν. Indichiamo con h∗(µ)(A) = µ(h(A)) il pull-back della misura µ

rispetto all’omeomorfismo h : A→ A, sicché h∗(µ) = µ equivale a dire che h

conserva la misura µ. Tenendo presente che (f ◦ g)∗(µ) = g∗(f ∗(µ)), se φ è

un omeomorfismo tale che φ∗(µ) = ν e coniughiamo f con φ, otteniamo un

altro omeomorfismo h = φfφ−1, che verifica

h∗(µ) = (φfφ−1)∗(µ) = (φ−1)∗f ∗φ∗(µ) = (φ−1)∗(ν) = µ.

Quindi h conserva µ; inoltre il numero di punti fissi di h è uguale a quello di f

(se Fix r denota l’insieme dei punti fissi di una mappa r, sussiste la relazione

Fixh = φ(Fix f)).

Ora, su A la misura drdθ è pull-back di un multiplo della misura di

Lebesgue rdrdθ tramite un omeomorfismo. Si consideri ad esempio l’omeo-

morfismo φ : A→ A dato in coordinate polari da

φ(r, θ) =

(
r2 + 2

3
, θ

)
,

che lascia fisso il bordo e porta una misura in un multiplo costante (per

l’esattezza 2
3
) dell’altra.

E noi useremo proprio la misura drdθ per dimostrare il teorema, il che è

decisamente più comodo visto che andiamo a considerare il sollevamento g.

Si vede facilmente, infatti, che se f conserva la misura drdθ, allora g conserva

la misura dxdy. Basta, ad esempio, verificarlo localmente, considerando, per

ogni punto (r0, θ0) di A, un intorno del tipo

r0 − δ ≤ r ≤ r0 + δ, θ0 − ε ≤ θ0 ≤ θ0 + ε,

che corrisponde, nel rivestimento S, a un rettangolino di lati 2δ e 2ε.

Si capisce ora come il teorema (2.1) è una conseguenza del seguente
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Teorema 2.2. Sia g : S → S un omeomorfismo che conservi la misura di

Lebesgue e che soddisfi:

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0),

g(x, 1) = (x− r1, 1),

g(x, 0) = (x+ r2, 0),

per qualche r1, r2 > 0. Allora g ha due punti fissi F1 e F2 che non apparten-

gono alla stessa famiglia periodica, ovvero F1 − F2 non è un multiplo intero

di (2π, 0).

Evidentemente, infatti, se F è un punto fisso di g, lo sono anche le sue

immagini periodiche F+(2kπ, 0) con k ∈ Z. Osserviamo che questo enunciato

è più forte, perché noi adesso cerchiamo due punti fissi di g, anche se in

realtà un punto fisso di f potrebbe corrispondere a un punto (x, y) tale che

g(x, y) = (x + 2kπ, y) con k ∈ Z \ {0}. Il fatto è che tali punti potrebbero

non esserci, per esempio per una trasformazione vicina all’identità.

Notiamo infine che possiamo anche richiedere condizioni più generali al

bordo, ovvero che r1 e r2 non siano costanti, ma che possano variare con x,

pur rimanendo sempre positivi.

Infatti, scelti s1 ed s2 positivi, basta estendere g a un omeomorfismo della

striscia

S̃ = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 2}

con combinazioni convesse, nel seguente modo:

g(x, y) =






(x− r1(x), 1)(2 − y) + (x− s1, 2)(y − 1) 1 ≤ y ≤ 2

g(x, y) 0 ≤ y ≤ 1

(x+ r2(x), 0)(1 + y) − y(x+ s2,−1) − 1 ≤ y ≤ 0

Ora, poiché il teorema vale per S̃ e dato che non ci sono punti fissi per y ≥ 1

e y ≤ 0, per costruzione, i punti fissi interni garantiti dal teorema sono in S.
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Capitolo 3

L’indice

Ai fini della dimostrazione del teorema, introduciamo il concetto di indice di

una curva rispetto a un punto e alcune sue proprietà. Se P e Q sono punti

distinti di R2, definiamo la direzione da P a Q come

D(P,Q) =
Q− P

|Q− P |
∈ S1 = {(x, y) ∈ R2| |(x, y)| = 1}.

Se h : R2 → R2 è una mappa e

u : [a, b] → R2 \ Fixh

una curva, non necessariamente chiusa, che non passa per punti fissi di h,

vogliamo che l’indice di u rispetto ad h dia la rotazione totale della direzione

D(P, h(P )), dove P si sposta lungo la curva u. Per darne una definizione

precisa, poniamo

R2 \ Fixh
eh

−→ S1

P 7−→ D(P, h(P )).

Poiché [a, b] è semplicemente connesso, possiamo sollevare la mappa compo-

sta h̃ ◦ u : [a, b] → S1 al rivestimento universale di S1:

R

π

��
[a, b]

s

<<zzzzzzzz

eh◦u

// S1
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dove π è la mappa π(r) = (cos r, sin r). E il sollevamento s è unico a meno

di multipli interi di 2π. Dunque s(b) − s(a) è indipendente dal sollevamento

e possiamo definire

Indh u =
s(b) − s(a)

2π
.

Vediamone adesso alcune proprietà:

Proposizione 3.1. 1. Data una curva u : [a, b] → R2 e un’omotopia di

mappe

H : [0, 1] × R2 → R2,

tali che

u([a, b]) ∩ FixH(λ, ·) = ∅ ∀λ ∈ [0, 1],

la funzione

λ 7→ IndH(λ,·) u

è continua.

2. Data una mappa h e un’omotopia di curve

U : [0, 1] × [a, b] → R2,

tali che

U([0, 1] × [a, b]) ∩ Fixh = ∅ ,

la funzione

λ 7→ Indh U(λ, ·)

è continua.

3. Se la curva u va da un punto A a un punto B, allora Indh u è congruo

modulo 1 a 1
2π

volte l’angolo tra le direzioni D(A, h(A)) e D(B, h(B)).

4. Se u = u1#u2 è la giustapposizione di due curve, allora Indh u =

Indh u1 + Indh u2. Se −u denota u percorsa nel verso opposto, allora

Indh(−u) = − Indh u.
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5. Per un’omotopia di curve

U : [0, 1] × [a, b] → R2

ad estremi fissati, tali cioè che, per ogni λ ∈ [0, 1],

U(λ, a) = P0 e U(λ, b) = P1,

l’indice è costante al variare di λ (un intero per curve chiuse).

6. Se h è un omeomorfismo Indh u = Indh−1 h(u).

Dimostrazione. I punti 1 e 2 seguono dal fatto che ogni omotopia di h̃ ◦ u

si solleva a un’omotopia di s, la mappa che ci serve alla fine per calcolare

l’indice.

I punti 3 e 4 sono evidenti.

Il punto 5 è una conseguenza dei punti 2 e 3: si tenga presente, infatti,

che, poiché gli estremi delle curve non variano, l’indice è congruo modulo 1

a una medesima costante per ogni λ. Ma poiché varia in modo continuo con

λ, l’indice è effettivamente uguale per ogni λ.

Per il punto 6 si noti che D(h(P ), P ) e D(P, h(P )) sono punti antipodali

su S1, quindi ruotano nello stesso verso e della stessa quantità mentre P si

sposta su u.
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Capitolo 4

Dimostrazione del teorema

Estendiamo g a un omeomorfismo di tutto R2, nel seguente modo:

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0)

g(x, y) = (x− r1, y), y ≥ 1

g(x, y) = (x+ r2, y), y ≤ 0

e notiamo che g conserva ancora la misura.

Siano poi

H+ = {(x, y) ∈ R2| y ≥ 1}

e

H− = {(x, y) ∈ R2| y ≤ 0}

e supponiamo per assurdo che esista al massimo una famiglia periodica di

punti fissi.

L’idea è di costruire una curva chiusa γ che non passi per punti fissi di g

e che abbia indice 1: questo sarà in contrapposizione con il seguente

Lemma 4.1. Se esiste al massimo una famiglia periodica di punti fissi, per

ogni γ curva chiusa che non passi per alcun punto fisso di g, Indg γ = 0.

Dimostrazione. Se non ci sono punti fissi, la curva è omotopa a un punto in

R2 \ Fix g = R2, quindi, per la proposizione (3.1), punto 5, l’indice è nullo.
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Altrimenti considero il gruppo fondamentale π1(R
2 \ Fix g, A1) dove A1 è un

punto della curva. Questo è generato da cammini che cominciano da A1, si

avvicinano a un punto fisso lungo una curva u0, ci girano attorno e tornano

in A1 con −u0. Dunque γ è omotopa a una giustapposizione di tali cammini

e poiché l’indice varia con continuità, rimanendo sempre un intero, l’indice

di γ è uguale all’indice di tale giustapposizione. Quindi è sufficiente mostrare

che l’indice di ogni cammino di questo tipo è nullo. Ma un tale cammino è

omotopo a un rettangolo con due lati opposti, paralleli ai bordi della striscia,

in H− e in H+, dove la direzione non varia, e gli altri due a distanza di π dal

punto fisso e di 2π tra di loro, in modo che i due contributi si elidono per

periodicità (si veda la figura 1).

2π

y=1

y=0

A1

Figura 1

Per costruire una curva chiusa di indice 1, costruiamo due curve da H−

ad H+ con indice 1
2

e −1
2
.

Proposizione 4.2. Sia g : R2 → R2 un omeomorfismo che conservi la

misura e che soddisfi:

g(x, y) = (x− r1, y), y ≥ 1
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g(x, y) = (x+ r2, y), y ≤ 0

g(x+ 2π, y) = g(x, y) + (2π, 0)

per qualche r1, r2 > 0 e che abbia al più una famiglia 2π-periodica di punti

fissi. Allora esiste una curva continua

u : [0, 1] 7→ R2 \ Fix g

tale che u(0) ∈ H−, u(1) ∈ H+ e Indg u = 1
2
.

Dimostrazione. Assumiamo per convenienza che la famiglia periodica di pun-

ti fissi giaccia sulle rette x = 0 (mod 2π). Questo si può ottenere con un

semplice cambio di coordinate.

Sia W l’unione periodica di strisce verticali

W = {(x, y) : 2kπ +
π

2
≤ x ≤ 2kπ +

3

2
π, k ∈ Z}.

Dunque W non contiene nessuno dei punti fissi. Scegliamo ε > 0 tale che

|P − g(P )| > ε ∀P ∈W.

Questo è possibile: basta infatti, per la condizione di periodicità e per il fatto

che g è una traslazione in R2 \ S, che questa condizione sia soddisfatta solo

per i P nella regione compatta

{(x, y) :
π

2
≤ x ≤

3

2
π, 0 ≤ y ≤ 1}

e su questa regione la funzione P 7→ |P − g(P )| è continua e positiva, quindi

assume un minimo positivo.

Definiamo adesso T : R2 → R2 come:

T (x, y) = (x, y +
ε

2
(| cosx| − cos x))

in modo che T sposti solo i punti di W e ciascuno di essi di una distanza

minore o uguale a ε.

Osserviamo che T è uno shift verso l’alto costante su ogni linea verticale,

quindi conserva la misura, come si può anche verificare dallo Jacobiano.
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Inoltre la composizione T ◦g non ha punti fissi in W , perché P = T ◦g(P )

con P ∈W implicherebbe

ε ≥ |T ◦ g(P ) − g(P )| = |P − g(P )| > ε.

Dunque FixT ◦ g = Fix g, dal momento che fuori di W , T è l’identità.

Definiamo D0 = H− \ (T ◦ g)−1(H−) e Di = (T ◦ g)i(D0) per i ∈ Z. Dato

che g è una semplice traslazione orizzontale per i punti fuori dalla striscia,

e poiché T può spostare i punti solo verso l’alto, Di ⊂ H− per i ≤ 0 e

Di ⊂
◦

S ∪H+ per i > 0. In particolare Di ∩ D0 = ∅ per i > 0 e prendendo

potenze di T ◦ g in questa uguaglianza vediamo che Dj ∩Dk = ∅ se j 6= k.

Consideriamo adesso una striscia verticale V di larghezza 2π e intendiamo

per area di un sottoinsieme X di R2 la misura di X ∩ V . In questo senso

ciascun Di ha la stessa area (per la precisione 2ε = 2
∫ π

2

0
ε cosxdx), dato che

T e g, quindi anche T ◦ g conservano la misura.

Siccome S ha area 2π, l’unione dei Di per i ≥ 1, che sono un numero

infinito di insiemi disgiunti di area non nulla 2ε deve intersecare H+, quindi

esiste un minimo n tale che Dn ∩ H+ 6= ∅. Poiché Dn ⊂ (T ◦ g)n(H−),

abbiamo mostrato che

∃n > 0| (T ◦ g)n(H−) ∩ (H+) 6= ∅.

Per tale n scegliamo un punto Pn = (xn, yn) ∈ (T◦g)n(H−) con coordinata

y massimale. Un tale Pn può non essere unico, ma deve esistere: infatti,

poiché (T ◦ g)n−1(H−) non interseca H+, g manda S in sé e T sposta i punti

al più di ε,

(T ◦ g)n(H−) ∩ {(x, y) : y > 1 + ε} = ∅.

Possiamo allora considerare, per periodicità, il compatto

(T ◦ g)n(H−) ∩ {(x, y) : y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 2π}

e (x, y) 7→ y è una funzione continua in questa regione, quindi assume un

massimo.
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Definiamo Pi = (xi, yi) = (T ◦ g)i−n(Pn) per i ∈ Z in modo che

Pi+1 = T ◦ g(Pi) ∀i, P−1, P0 ∈ H− e Pn, Pn+1 ∈ H+.

Sia u0 : [−1, 0] → R2 la curva che parametrizza in modo affine il segmento

da P−1 a P0 e siano ui = (T ◦ g)iu0 per i ∈ Z curve definite su [i− 1, i]. Sia

inoltre u : [−1, n] → R2 definita da

u = u0#u1# · · ·#un

in modo che

T ◦ g ◦ u = u1#u2# · · ·#un+1.

Andremo adesso a calcolare l’indice di u rispetto a T ◦ g e useremo i

seguenti fatti:

Lemma 4.3. 1. ui([i− 1, i]) ∩ Fix(T ◦ g) = ∅ ∀i.

2. la curva u#un+1 è iniettiva.

3. Nessun punto dell’immagine di u ha ordinata più grande di yn+1.

4. Nessun punto dell’immagine di T ◦ g ◦u ha ordinata più piccola di y−1.

Dimostrazione. 1. T ◦ g non ha punti fissi in H−, quindi

u0([−1, 0]) ∩ Fix(T ◦ g) = ∅.

Supponiamo per induzione che ui([i − 1, i]) ∩ Fix(T ◦ g) = ∅ e dimo-

striamolo per ui+1. Se per assurdo

ui+1([i, i+ 1]) ∩ Fix(T ◦ g) 6= ∅,

allora esisterebbe x ∈ ui+1([i, i+1]) tale che T ◦g(x) = x, ma x è anche

T ◦ g(y) con y ∈ ui([i−1, i]), quindi T ◦ g, che è un omeomorfismo, non

sarebbe iniettivo.
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2. Ogni tratto ui è semplice, visto che u0 lo è e T ◦ g è un omeomorfismo,

quindi iniettivo. Supponiamo allora che due curve ui e uj con i 6= j

si intersechino in qualche punto diverso dall’estremo comune che esiste

quando |i−j| = 1. Prendendo una potenza negativa di T ◦g abbastanza

grande, possiamo ottenere che lo stesso accade per i e j negativi. Ma

questo è assurdo, perché, per i non positivo, l’immagine di ui giace

completamente nella striscia

{(x, y) : x0 + (i− 1)r2 ≤ x ≤ x0 + ir2}

e ne interseca i bordi solo nei suoi estremi (dato che ciò è vero per u0 e la

componente x di (T ◦ g)−1 in H− è una semplice traslazione orizzontale

di −r2). Ora per i 6= j queste striscie si intersecano al massimo in un

bordo.

3. I tratti ui([i− 1, i]), i = 0, . . . , n− 1, non intersecano H+: ci resta solo

da considerare un([n− 1, n]), ma

un([n− 1, n]) ⊂ (T ◦ g)n(H−)

e per ogni (x, y) ∈ (T ◦ g)nH− si ha y ≤ yn ≤ yn+1 per la scelta di Pn.

4. Per i punti di u0([−1, 0]), y ≥ y−1, con y−1 ≤ 0. Supponiamo per

induzione che per i punti di ui([i − 1, i]) valga y ≥ y−1. Ora T , se

sposta un punto, lo sposta verso l’alto, mentre g manda la striscia in

sé e fuori dalla striscia è una traslazione orizzontale. Dato che i punti

della striscia hanno ordinata maggiore o uguale a 0 e ui+1 = T ◦ g ◦ ui,

anche per i punti di ui+1([i, i+ 1]) vale y ≥ y−1.

Possiamo adesso calcolare IndT◦g C. Per costruzione

Pn+1 = (xn+1, yn+1) = (xn − r1, yn + δ1), 0 ≤ δ1 ≤ ε

P0 = (x0, y0) = (x−1 + r2, y−1 + δ2), 0 ≤ δ2 ≤ ε
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Dunque, come si vede dalla figura 2, l’angolo tra D(P−1, P0) e D(Pn, Pn+1) è

θ = π − arctan δ1
r1

− arctan δ2
r2

da cui

IndT◦g u ≡
θ

2π
(mod 1).

Pn+1

δ2

Pn

r2

δ1

P0

P−1 r1

Figura 2

Mostriamo adesso che la congruenza è in realtà un’uguaglianza.

Lemma 4.4.

IndT◦g u =
θ

2π
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Dimostrazione. Per calcolare tale indice dovremo considerare

R2 \ Fix(T ◦ g)
T̃◦g
−→ S1

P 7−→ D(P, T ◦ g(P ))

e faremo uso di un’omotopia su T̃ ◦ g ◦ u che tenga fissi gli estremi.

Se q : [a, b] → R è la mappa sollevata di T̃ ◦ g ◦ u rispetto al rivestimento

universale di S1, come abbiamo già visto nella dimostrazione della proposi-

zione (3.1), una tale omotopia si solleva a un’omotopia di q che tiene fissi gli

estremi e l’indice è la stessa costante per tutte le funzioni di questa omotopia.

Estendiamo u alla mappa v = u#un+1 : [−1, n + 1] → R2 in modo che

per ogni t compreso tra −1 e n valga

T ◦ g(v(t)) = v(t+ 1).

Per calcolare IndT◦g u dobbiamo dunque considerare la mappa

ū : [−1, n] −→ S1

t 7−→ D(v(t), v(t+ 1)).

Usiamo in sua vece ū0 : [−1, 2n + 1] → S1 definito da

ū0 =




ū(t), −1 ≤ t ≤ n

ū(n), n ≤ t ≤ 2n+ 1

Definiamo adesso la famiglia continua di mappe

ūλ : [−1, 2n+ 1] → S1, 0 ≤ λ ≤ n+ 2,

tutte con gli stessi estremi, in due parti:

Parte 1: 0 ≤ λ ≤ n+ 1

ūλ(t) =





D(v(−1), v(t+ 1)), −1 ≤ t ≤ λ− 1

D(v(t− λ), v(t+ 1)), λ− 1 ≤ t ≤ n

D(v(t− λ), v(n+ 1)), n ≤ t ≤ n+ λ

D(v(n), v(n+ 1)), n+ λ ≤ t ≤ 2n+ 1
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Osserviamo che per ogni λ e t come sopra, ūλ(t) ha sempre la forma

D(v(t0), v(t1))

con −1 ≤ t0 < t1 ≤ n + 1 e dunque è ben definita dato che u#un+1 è una

curva semplice, quindi v(t0) 6= v(t1). Questa prima parte mostra che ū0(t) è

omotopa a

ūn+1(t) =




D(v(−1), v(t+ 1)) − 1 ≤ t ≤ n

D(v(t− n− 1), v(n+ 1)) n ≤ t ≤ 2n+ 1

che tiene prima fermo il primo estremo a P−1 e sposta il secondo da P0 a

Pn+1 lungo T ◦ g(C), poi tiene fermo il secondo estremo a Pn+1 e sposta il

primo da P−1 a Pn lungo u.

Parte 2: n+ 1 ≤ λ ≤ n + 2.

Siano v′ : [0, n + 1] → R2 e v′′ : [−1, n] → R2 le parametrizzazioni affini

dei segmenti da P0 a Pn+1 e da P−1 a Pn.

Per 0 ≤ µ ≤ 1 definiamo ūn+1+µ(t) come





D(v(−1), (1 − µ)v(t+ 1) + µv′(t+ 1)), −1 ≤ t ≤ n

D((1 − µ)v(t− n− 1) + µv′′(t− n− 1), v(n+ 1)), n ≤ t ≤ 2n+ 1

Per vedere che sia ben definita, dobbiamo verificare che il membro di destra

ha sempre la forma D(P,Q) con P 6= Q. Per

P = (1 − µ)v(t− n− 1) + µv′′(t− n− 1) e Q = v(n+ 1),

con n ≤ t ≤ 2n + 1, P ha sempre ordinata più piccola rispetto a Q, per il

lemma (4.3), punto 3, eccetto eventualmente quando t = 2n+ 1 o µ = 0, nel

qual caso

P = v(t− n− 1) 6= v(n+ 1) = Q

per il punto 2 dello stesso lemma. In modo simile

P = v(−1) 6= Q = (1 − µ)v(t+ 1) + µv′(t+ 1)
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per −1 ≤ t ≤ n, per il lemma (4.3), punti 2 e 4. Dunque ūn+1(t) è omotopa,

per interpolazione convessa tra la curva e i segmenti v′ e v′′, a

ūn+2(t) =





D(v(−1), v′(t+ 1)), −1 ≤ t ≤ n

D(v′′(t− n− 1), v(n+ 1)), n ≤ t ≤ 2n+ 1

che corrisponde a far muovere il secondo estremo da P0 a Pn+1, poi il primo

da P−1 a Pn lungo i segmenti che li congiungono.

Adesso è facile calcolare l’indice usando ūn+2 invece di T̃ ◦ g ◦ u, visto

che si tratta di un semplice incremento monotono dell’angolo da arctan δ2
r2

a π − arctan δ1
r1

, cioè di θ. Quindi, per quanto detto a proposito dell’indice

all’inizio della dimostrazione, IndT◦g u = θ
2π

.

Definiamo adesso Ts : R2 → R2 come:

Ts(x, y) =
(
x, y +

εs

2
(| cosx| − cosx)

)

in modo che T0 = id e T1 = T . Per 0 ≤ s ≤ 1, IndTs◦g u è definito e

IndTs◦g u ≡
1

2
−

1

2π

(
arctan

sδ1

r1
+ arctan

sδ2

r2

)
(mod 1)

per le stesse ragioni per cui formula analoga vale per T ◦ g.

Ma questa congruenza è un’uguaglianza per s = 1, quindi per la conti-

nuità dell’indice, è un’uguaglianza per tutti gli s tra 0 e 1. In particolare per

s = 0, Indg u = 1
2
.

Usiamo adesso g−1 per costruire una curva da H− ad H+ di indice −1
2

rispetto a g.

Ora g−1 non verifica le ipotesi della proposizione (4.2), perché r1 ed r2

sono cambiati di segno. Riparametrizziamo allora il piano, scambiando i

ruoli di H− e H+, cioè supponiamo che i punti che prima avevano ordinata

negativa ora abbiano ordinata maggiore di 1 e viceversa. Adesso possiamo

applicare la proposizione (4.2) e trovare una curva u′ dal nuovo H− al nuovo

H+, cioè da H+ ad H−, con Indg−1 u′ = 1
2
. Ma per la proposizione (3.1),

punto 3,

Indg−1 −u′ = −
1

2
,
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dove −u′ è adesso una curva da H− ad H+. Ora, se u′′ = g−1(−u′),

Indg u
′′ = Indg−1 g(u′′) = Indg−1 −u′ = −

1

2
.

Un altro modo per vedere che esiste una curva da H− ad H+ di indice −1
2

rispetto a g−1 è quello di cambiare direttamente i segni di r1 e r2 nelle ipotesi

della proposizione (4.2) e notare che quello che cambia nella dimostraione

è ūn+2, che diventa un decremento monotono dell’angolo da π − arctan δ2
r2

a

arctan δ1
r1

, cioè di −θ.

Collegando infine u e u′′ con due curve in H− e in H+, trovo una curva

chiusa di indice 1, come voluto.

Notiamo che, in realtà, non è stato necessario negare la tesi per costruire

una curva chiusa di indice 1. Come abbiamo visto, ci è servita una trasforma-

zione del piano con certe proprietà, per la cui costruzione, in realtà, bastava

richiedere molto meno, ad esempio che

Πx Fix g = {x| ∃y con (x, y) ∈ Fix g} 6= R,

ovvero che esista un rettangolo compatto, per quanto piccolo, con due lati

opposti sui bordi della striscia e privo di punti fissi.

Le proprietà della trasformazione T che abbiamo usato sono, infatti,

essenzialmente, le seguenti:

1. T è un omeomorfismo del piano che conservi la misura.

2. T (H−) ∩ (S ∪H+) 6= ∅.

3. T−1(H−) ⊆ H−.

4. T è l’identità in un intorno J dei punti fissi e sposta il resto del piano

al più di una quantità positiva ε tale che

|P − g(P )| > ε ∀P ∈ R2 \ J.
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Dovrebbe dunque bastare, per costruire una curva chiusa di indice 1, che

H+ e H− appartengano alla stessa componente connessa di R2 \ J , il che

è sufficiente da una parte a trovare una mappa T che verifica le proprietà

suddette, dall’altra è pure necessario per costruire una curva da H− ad H+

che non passi per punti fissi.
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Bibliografia ragionata

La congettura di Poincaré posta nel suo contesto originario di studi di di-

namica si trova in [29] e l’idea della dimostrazione che aveva il matematico

francese è presentata in [5] e soprattutto in [27].

La dimostrazione di Birkhoff si trova in [3], [4] e poi, riveduta e corretta,

insieme a una generalizzazione, in [6].

Le dimostrazioni topologiche degli anni 60 e 70 sono essenzialmente [2] e

[7].

Esistono poi dimostrazioni di tipo costruttivo, [20] e [31], e di tipo com-

binatorio, [1].

Le generalizzazioni del teorema sono numerose: [6], [8], [10], [12], [13],

[15], [21], [32].

L’aspetto più legato alla dinamica è trattato in [24], [26], [28], insieme ad

un discreto numero di varianti e risultati attinenti.

Per quanto riguarda un’introduzione alla teoria di Lefschetz e al concetto

di grado, si può far riferimento a [11], [22], [23], [30].
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[5] G. D. Birkhoff, Sur la démonstration directe du derniere théorème
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