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Capitolo 1
Moduli

26/02/08
Definizione 1. Sia A un anello con unita (non necessariamente commutati-
vo), M un gruppo abeliano; se esiste w : A — End M omomorfismo di anelli
allora M si dice A-modulo.

Possiamo anche presentare un modulo nel seguente, piu familiare, modo:

Definizione 2. Un gruppo abeliano M si dice A-modulo sinistro se esiste
un’applicazione w : A x M — M (e scriviamo w(\, v) = Av) tale che per ogni
A A, A € Aew, v, ve € M valgono:

()\1 + /\Q)U = /\1’U + )\21)
()\1/\2)?) = /\1(/\2’0)

Se tentiamo di interpretare w nella definizione 1 come moltiplicazione a
destra incappiamo in un problema:

v(MA2) = w(MA)(v) = (W(A1) 0 w(A2)) (V) = w(Ar)(w(A2)(v))

Per ovviare definiamo
APP = {X\PP . X € A}
A°PP & un anello con le operazioni

)\({PP + )\gpp — ()\1 + )\Q)OPP
)\‘{pp)\gpp — (>\2>\1)0Pp‘



Definizione 3. Un gruppo abeliano M si dice A-modulo destro se ¢ un
A°PP-modulo sinistro.

Esempio 1. - Sia K un campo e V un K-spazio vettoriale; T' € End V;
consideriamo 'anello K[T'] (dei polinomi in T" a coefficienti in K); allora
K|T] agisce nel modo noto su V' e V risulta essere un K[T]-modulo.

- Sia G' un gruppo finito che agisce su di uno spazio vettoriale V'; cioe
esiste un omomorfismo p : G — AutV (e scriviamo p(g)(v) = gv);
costruiamo 'anello

K[G]I{ngg: ngK},

geG

con la moltiplicazione

(Z vgg) (Z ws) = D V97

geG zelG g,2€G
allora V' ¢ un K[G]-modulo con 'azione p.

Definizione 4. Dati M, N A-moduli, ¢ : M — N si dice omomorfismo di
A-moduli se &€ un omomorfismo di gruppi abeliani e per ogni A\ € A,v € M

p(Av) = Ap(v).
Definizione 5. Sia ¢ : A — B omomorfismo di A-moduli; il conucleo di ¢ ¢
coKer ¢ = B/Im ¢.

La notazione del seguente teorema verra utilizzata durante tutto il corso;
si legge “dato il seguente diagramma commutativo di A-moduli con righe
esatte vale..”.

Teorema 1. A

0 A= A—= 4" 0
0 B —>B-—5>B" 0

/ " . . . N
Se due tra o, @ e a sono isomorfismi allora anche il terzo lo e.

Dimostrazione. (Caso o/, o’ isomorfismi) Mostriamo I'iniettivita di o; sia
a € Kera, allora o og(a) = foala) =0 = (o iniettivo) a € Kere =
Imv = a=v(d). Oranod/ (d)=aov(a)=0= (¢ ed n iniettivi)
@ =0 = a=0. Vediamo la surgettivity; sia b € B, a o ¢ surgettiva
= B(b) =" oe(a) e foala) =" oc(a) = B(b) = b—a(a) € Ker f =
Imn = b = ala) + n('). Ma o & surgettiva, percio b’ = o/(a’) ed
n')=nod(d)=aov(d) dacuib=ala+v(d)).
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(Caso a, o isomorfismi) Sia a € Kere, allora o a(a) = o oe(a) =
0 = a(a) € Ker 3, d’altronde se a(a) € Ker 3 allora a” oe(a) = 0 =
a € Kere; percio a(Kere) = Ker 3 ed oker : Kere — Ker 5 ¢ un
isomorfismo. Ora v : A" — Kere ed n : B — Ker  sono isomorfismi,
inoltre per la commutativita del diagramma o/ =n~! o qqgere 0 v ed &
isomorfismo.

(Caso o, o isomorfismi) Osserviamo che oo v(A’) = o a'(A') = n(B')
(perché o/ & surgettivo). Dunque « induce un isomorfismo sui conuclei
a:Alv(A) — B/n(B)
[a] — [a(a)].

D’altra parte anche € e 3 inducono isomorfismi

E:A/v(A)— A", B:B/n(B)— B
[a] — &(a) [b] — B(b)

N . . " -~ ~ ~ . o A
ed ¢ immediato verificare che & = foa o&~! e quindi ¢ isomorfismo.
O

Osserviamo che perché il teorema sia vero devono esistere tutti e tre gli
. ’ " . . . . . .
omomorfismi o, @ e « ; infatti consideriamo il seguente esempio

2

0 Z : Z 7)27 —0

- |

0—>Z—>%D>< Z/2ZT>Z/ZZHO

n—(n,

0 si puo definire in modo che la seconda riga sia esatta ma non esiste « :
7 — 7 X )27 che fa commutare il diagramma perché altrimenti sarebbe un
isomorfismo.

o . o« . . . "
Esercizio 1. Dare controesempi in cui non esistono o od ar .
Dimostrazione. Non si possono dare controesempi perché il fatto e vero. Sup-

poniamo di avere il seguente diagramma commutativo con righe esatte dove
1" . .
a ed a sono isomorfismi:

0 A ——= A—> 4" 0
0 B —>B—5~B" 0



Allora come nella dimostrazione precedente qjker. : Kere — Ker 3 ¢ isomor-
fismo e definendo o/ =n~to Q|Kere © v i ha un isomorfismo che fa commutare
il diagramma.

Allo stesso modo se abbiamo il diagramma

0 A —= A—> 4" 0
0 B'—>B—5>B" 0

. . .. C o~ o~ Y "
come prima a,e e 3 inducono gli isomorfismi «a, € e § e 'omomorfismo o =
foaog ! fa commutare il diagramma. O

Il gruppo degli omomorfismi Siano A, B A-moduli; allora Homy (A, B)
¢ un gruppo abeliano con I'operazione

(v +9)(a) = ¢(a) + P(a).

Ci chiediamo adesso se Homy (A, B) ¢ un A-modulo con I'operazione

(Ap)(a) = Ap(a)) = p(Aa).
Notiamo che

(M A2a) = MAp(a) = (M) (a) =
(A (A2))(a) = Ai((Aep) (@) = (Aap)(Mia) = p(A2Ara).

Percio se A ¢ commutativo Homy (A, B) ¢ un A-modulo con 'operazione
ovvia.

Un paio di funtori Siano A, B,C A-moduli; possiamo associare ad ogni
omomorfismo di moduli 5 : B — C un omomorfismo di gruppi g, : Hom(A, B) —
Hom(A, C) definendo B,(¢) = 5o ¢. Con queste associazioni valgono le se-
guenti proprieta (D & un altro A-modulo e v : C' — D un omomorfismo di
moduli):

(1) (70 B). =700,
(2) B=1idp = Bv = iduom(a,b)

Si dice che Hom(A, -) € un funtore covariante tra la categoria dei A-moduli
e quella dei gruppi abeliani.

Ma possiamo anche fare un’altra cosa: a 3 : B — C associamo 1’omo-
morfismo di gruppi 5* : Hom(C, A) — Hom(B, A) definito da 8*(p) = ¢ o .
E ancora sono verificate le proprieta:



Moduli

(1) (Boy)* =7 0p"
(2) id* = id

Si dice che Hom(-, A) ¢ un funtore controvariante tra la categoria dei A-
moduli e quella dei gruppi abeliani.

Teorema 2. A
1 € "

0 B’ B B

Sia A un A-modulo allora la successione di gruppi abeliani
0 — Hom(A, B') %~ Hom(A, B) —> Hom(A, B")
¢ esatta.

Dimostrazione. Osserviamo che eopu =0 = ¢, 0y, = 0= Impu, C Kereg,,
vediamo che Kere, C Impu,. Sia ¢ € Kere, allora € o ¢ = 0 cioe per ogni
a € Ace(p(a)) =0 e quindi p(a) € Im p; ma p € iniettiva e quindi esiste un
unico b € B’ tale che u(b) = p(a) ed & ben definita ¥ : A — B’ con J(a) = b;
¢ immediato verificare che ¥ ¢ omomorfismo e p* () = .

Veniamo all’iniettivita di p*. Sia ¢ : A — B’ tale che po ¢ = p.(¢) =0,
allora Im ¢ C Ker = (0) = ¢ = 0. O

Teorema 3. A

B

B—=p" 0

Allora la successione di gruppi abeliani
0 —> Hom(B", A) =~ Hom(B, A) —“~ Hom(B', A)

¢ esatta.

Dimostrazione. Mostriamo che £* & iniettiva; sia ¢ : B” — A tale che poe =
£*(¢) = 0, allora B" =Ime C Kerp = ¢ = 0.

Come sempre copu =0 = p*oc* = 0 = Ime* C Kerpy*. Sia ¢ €
Kerp*, popu=p*(p) =0 = Imu = Kere C Kery e quindi ¢ ben definito
I’omomorfismo

:B"— A

e(b) — ¢(b).
Infatti se £(by) = e(by), allora by — by € Kere C Ker g = ¢(b1) = ¢(by) e per
definizione ¢ verifica €*(p) = poe = . O



Moduli proiettivi e moduli libert

Osservazione 1. Se anche fosse

0 B -tsp—=sp" 0

non potremmo dire che le successioni

0 — Hom(A, B') %~ Hom(A, B) —> Hom(A, B") — 0

0 — Hom(B", A) = Hom(B, A) —“~Hom(B", A) —0
siano esatte. Infatti consideriamo il solito controesempio

p=n:

0 Z

7 —=>7/nZ ——=0
allora
. Hom(Z/nZ,Z) — Hom(Z,Z)
=) (0)
non € surgettivo. Inoltre se scegliamo A: 7 abbiamo p* : Hom(Z, ZM) —

Hom(Z, Z f#8)
euismml® 10N ¢ surgettiva. {F/\— CVLE VERIA éﬁ)

1.1 Moduli proiettivi e moduli liberi

Vogliamo dare delle condizioni per cui la e, (o la u* nel caso controvariante)

sia surgettiva. Vien fuori che nel caso controvariante questa ¢ una proprieta
. 1" \ . " .

di B ed ¢ sufficiente che B sia:

Definizione 6. Un modulo P si dice proiettivo se

A—=B—=0

Cioe se per ogni coppia di moduli A, B e omomorfismi ¢ : A — B surgettivo,
p: P — Besiste ) : P— A tale che 0 o) = .

Proposizione 4. Se A ¢ un modulo proiettivo e

0 B —~B—=pR" 0
allora
0 — Hom(A, B') %~ Hom(A, B) —> Hom(A, B") — 0
¢ esatta.



03/03/08
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Dimostrazione. L’unica cosa da dire & che ¢, & surgettiva; sia ¢ € Hom(A, B")
allora esiste ¥ : A — B tale che il seguente diagramma commuta:

B - B// O
e quindi ¢ = g0 = &,(V¥). O

Definizione 7. Sia F' un A-modulo ed S C F un sottoinsieme, F' si dice
modulo libero su S se per ogni A-modulo A e funzione ¢ : S — M esiste un
unico omomorfismo ¢ : F' — A tale che @5 = ¢.

Equivalentemente un A-modulo e libero su S se S & un insieme di gene-
ratori per F' privo di relazioni; cioe tale che ) . cAs=0=> A, =0Vse S
(la somma si intende finita), o ancora se per ogni v € F' esiste un unica
combinazione lineare finita ZSES Ass = v o infine se F' = @ eg\.

Un A-modulo F' si dice libero se esiste S C F tale che F' ¢ libero su S.

Proposizione 5. Un modulo libero ¢ proiettivo

Dimostrazione. Sia F' A-modulo libero su S C F e sia 0 : A — B omomor-
fismo surgettivo e ¢ : F' — B omomorfismo; allora definiamo per ogni s € S
f(s) € A tale che o(f(s)) = ¢(s) e sia ¥ : F — B tale che Y| = f; ora
got—p: F — C & un omomorfismo nullo su S e quindi (sempre per la
definizione di modulo libero ma usando 1'unicita) € 'omomorfismo nullo. [

Osservazione 2. Se A ¢ un anello commutativo ¢ ben definito il rango di
un modulo libero (cioé la cardinalita, costante, delle sue basi); ma nel ca-
so generico ci sono dei problemi, vediamo un esempio. Sia V = @®;cnR e

A = End(V), V = (&, payiR) @ (&, dgigpariR) = A = Homg(V, V) =
Homg(V @ V, V) = Homg(V,V) @ Homg(V,V) = A & A. Quindi A ¢ ovvia-
mente un A-modulo libero ma ha una base costituita da un solo elemento ed
una costituita da due elementi.

Definizione 8. Siano (A4;);e; A-moduli. Un A-modulo M si dice somma
diretta di (A;)ier e si scrive M = @;c;A; se esistono gli omomorfismi j; :
A; — M (detti inclusioni) tali che per ogni A-modulo N ed omomorfismi
w; + A; — N esiste un unico omomorfismo ¢ : M — N tale che

A

| N
Ji
M-5>N

®

10
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E facile vedere che la somma diretta, se esiste, € unica a meno di isomor-
fismo.

Proposizione 6. Siano (A;);c; A-moduli; allora
@ierAi = {(ai)ier : a; € A; e a; = 0 eccetto che per un numero finito di indici}
con le inclusioni ovvie.

Dimostrazione. Basta verificare che la definizione data soddisfa la proprieta
universale. Sia N un A-modulo e ¢; : A; — N omomorfismi; definiamo
@ DierAi — N come @((a;)icr) = D ,c; pi(a;) (osserviamo che la somma
¢ ben definita perché gli a; sono tutti nulli eccetto un numero finito). E
ovvio che ¢ e omorfismo e fa commutare il diagramma. Questa e l'unica
scelta possibile, infatti se ¢ € un altro omomorfismo che fa commutare il

diagramma ¥ ((a;)ier) = D ;e ¥ 0 Jilai) = D wilai) = o((ai)ier)- O]

Definizione 9. Siano (4;);c; A-moduli. Un A-modulo M si dice prodotto
diretto di (A;)ier e si scrive M = [[..; A; se esistono gli omomorfismi 7; :
M — A; detti proiezioni tali che per ogni A-modulo N ed omomorfismi
w; : N — A; esiste unico ¢ : N — M che fa commutare

a

N—¢>M

Come prima (e come sempre) se esiste il prodotto diretto ¢ unico a meno
di isomorfismo. Inoltre

Proposizione 7. Siano (A;);e; A-moduli; allora
HAi = {(@i)ier}
el
con le proiezioni mx((a;)ier) = ag.
Dimostrazione. Siano N e (¢;)ic; come nella proprieta universale del prodot-
to. Definiamo ¢ : N — [],.; Ai come p(n) = (;(n))icr; anche qui ¢ ovvio

che ¢ & omomorfismo e fa commutare il diagramma. Sia ) : N — [[..; 4; un
altro omomorfismo che fa commutare il diagramma, allora se ¥(n) = (b;)er

per ogni j € I b; = mj0(n) = p;(n) da cui ¢¥(n) = p(n). O

Proposizione 8. A = ®;c;A; € un A-modulo proiettivo se e solo se A; &
A-modulo proiettivo per ogni ¢ € I.

11
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Dimostrazione. Supponiamo che ogni A; sia proiettivo allora

dove 1 ¥; esistono perché gli A; sono proiettivi e 1 esiste per la proprieta uni-
versale della somma. Per verificare che il diagramma commuta usiamo ancora
la proprieta universale della somma, infatti abbiamo il seguente diagramma

commutativo
©oJi

A ———=C
©
2\ %ﬁ
A
e per unicita ¢ = g o 1.

Viceversa supponiamo che A sia un modulo proiettivo; e sia

A

|

B—>C—>0

Allora per le proprieta della somma diretta ¢; si estende a ¢ : A — C nulla
fuori da A; (cioe tale che per ogni k # i p o ji, = 0). Ma A & proiettivo e
quindi esiste ¥ : A — B tale che 009 = ¢ e basta scegliere ¥; = ¥ 0 j;, infatti
ool =poj; =y L

Teorema 9. A

0 A B——=(C 0

dove o : C' — B e un inversa destra di e, cioe eoog = idc. Allora la successione
spezza, cioe B2 A@ C e

con ¥ isomorfismo.

12



Moduli proiettivi e moduli libert

Dimostrazione. Definiamo 9(a,c) = p(a) + o(c). Il diagramma commuta;
infatti Joig(a) = ¥(a,0) = p(a) e cod(a,c) =copu(a)+coo(c) = ¢ = w(a,c);
inoltre ¥ ¢ isomorfismo per il teorema 1 ]

Teorema 10. A

0 A B——=(_ 0

| S
~

dove v : B — A € un inversa sinistra di pu, cioe v o u = idy. Allora la

successione spezza, cioe B= A® C e

I

0—=A B——(C—0

|
idi 9l idl
Y

OHA*ZA)A@C?CHO

con ¥ isomorfismo.

Dimostrazione. Come prima e sufficiente definire 9 : B — A® C' in modo che
il diagramma commuti. Dunque poniamo 9(b) = (v(b),£(b)) ed abbiamo che

Vop(a) = (por(a),cop(a)) = (a,0) = ia(a) e mo(b) = m(y(b), (b)) = £(b);

cioe il diagramma commuta. O]
w- - : i - ” : N _I "
Teorema 11. Sia P un A-modulo; allora le seguenti sono equivalenti
(1) P & proiettivo.
(2) Per ogni successione esatta corta
0—-A—-B—-C—=0
la successione
0 — Hom(P, A) — Hom(P, B) — Hom(P,C) — 0
e esatta.

(3) See: B— P — 0 esiste 0 : P — B inversa destra di ¢, cioe¢ tale che
goo =1dp.

(4) P ¢ addendo diretto di ogni modulo di cui & quoziente.

(5) P ¢ addendo diretto di un modulo libero.

13
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Dimostrazione. ((1) = (2)) Gia visto.
((2) = (3)) Consideriamo la successione esatta corta

0—Kere —>B——>P 0
allora la successione
0 — Hom(P, Ker £) - Hom(P, B) == Hom(P, P) —> ()

¢ esatta ed in particolare esiste 0 € Hom(P, B) tale che idp = €,(0) = coo.
((3) = (4)) Sia P = A/B; consideriamo

0 B—>A-"sp 0.

Allora esiste o : P — A inversa a destra di 7 e la successione spezza; da cui
A2 P3O B.

((4) = (5)) Ogni modulo ¢ quoziente di un modulo libero.

((5) = (1)) P ¢ addendo diretto di un modulo libero che in particolare e
proiettivo e il risultato segue dalla proposizione 8. Il

Esempio 2. (1) Gli spazi vettoriali sono liberi e proiettivi.

(2) Z/nZ non ¢ libero (perché ha torsione) ma neanche proiettivo perché
altrimenti la successione

p=n

0 A 7—=17/nZ 0

spezzerebbe.

(3) Un gruppo abeliano finitamente generato come Z-modulo & proiettivo se
e solo se e isomorfo a Z" (perché altrimenti per il teorema di struttura
avrebbe un fattore diretto isomorfo a Z/nZ che non & proiettivo) se e
solo se e libero, se e solo se non ha torsione.

4) Consideriamo la successione di Z/p?*Z-moduli
( p

0 Z]pZ Z/p*Z Z]pZ 0

Se Z/pZ fosse proiettivo come Z/p?*Z-modulo avremmo che Z/p*Z =
Z.)pZ @® 7./pZ che non ¢ (dete—esaisiekensnedmiaiy
Sememsimsmmmten®). 1 particolare Z/pZ non ¢ libero come Z/p*Z-

modulo.

14



Moduli proiettivi e moduli libert

(5) Sia A = Z/127Z allora Z /127 = 7./37 ® 7./AZ come Z /127 moduli (me-
diante ([al, [b]) — [4a + 3b]). Z/127Z & un Z/12Z-modulo libero e quindi
proiettivo da cui Z/3Z e 7 /A7 sono 7Z/127Z-moduli proiettivi ma non
liberi.

FEsercizio 2. (1) Studiare in Z/6Z e in Z/4AZ i sottomoduli (rispettivamente
come Z/6Z-moduli e Z/4Z-moduli) e dire se sono o non sono proiettivi.

(2) Mostrare che Q non & un Z-modulo libero.

Dimostrazione. (1) In Z/67Z gli unici sottomoduli non banali sono 3Z/6Z =
727 e 27 /6Z = 7/3Z, inoltre Z/6Z = 7/27 & Z/3Z quindi entrambi
i sottomoduli sono proiettivi. In Z/4Z 1'unico sottomodulo non banale
¢ 27/A7 = 7/27 e questo non ¢ proiettivo perché se lo fosse allora
sarebbe un fattore diretto di Z/47 e per questioni di ordine dovrebbe
essere Z /A7 = 7./27 @& 7./27 che & assurdo.

(2) Due qualunque elementi di Q hanno una relazione. Infatti siano a =
b= "2 € Q (con (p;,q) = 1) allora qippa — gop1b = 0. Percio se Q
fosse libero avrebbe rango 1 ma Q 2 Z.

[

1.1.1 Moduli proiettivi su domini ad ideali principali

Teorema 12. Sia R un dominio ad ideali principali ed £ un R-modulo libero;
F C E sottomodulo. Allora I’ & libero.

Piu precisamente se {v;};e; € una base di E ed F # (0) allora esiste una
base di F' indicizzata da un sottoinsieme di I (in particolare se rk E' < oo
allora rk F' <tk F).

Dimostrazione. (Caso finitamente generato) Sia {v;},c; una base di £ con
I ={1,...,n}. Definiamo F; = F'N (vy,vq,...,0;).

0O)CKHCHKRC---CF,=F.

Mostriamo per induzione su rk E' che F' & libero. Se rk E' =1 allora F' = (0)
oppure F' & (isomorfo ad) un ideale di R; ma R & ad ideali principali e quindi
F = (a) con a € R ¢ libero su di un elemento.

Vediamo il passo induttivo. Per ipotesi induttiva i sottomoduli di (vy, ..., v,_1)
sono liberi; in particolare F),_; e libero. Se F,, = F,,_; e libero. Se F,,_; C F},
per ogni z € F esiste o, tale che

T=a1V1 + -+ Gp1Vp—1 + QU
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(perche vy,...,v, generano E). Ma «, ¢ anche unico perché E ¢ libero.
Quindi J = {a, : € F} C R ¢ un ideale (perché o, + ay = a1y € J €
Ao, = ;). Allora J = (b) ed esiste w € F tale che w = ajv1++ -+ @101+
bu,,.

Sia f € F; allora f = ajvq + -+ + ap_1Up—1 + ayv, ed esiste ¢ € R tale
che f — cw € F,_1 per qualche ¢. Quindi F' = F,,_; & Rw ed ¢ libero.

(Caso generale) Per ogni J C I definiamo F; = FN(v;);jes e consideriamo
I'insieme

S ={(Fpw): JCLw:J — FyconJ CJew(J)euna base di F;}.

Per il caso precedente ¥ ¢ non vuoto (esiste un J C I finito tale che F; # (0)).
Inoltre ¥ & parzialmente ordinato con la relazione

(Fr,w) < (Fr,u) < JCK,J CK euy =w.

Inoltre (X, <) verifica le condizioni del lemma di Zorn; sia (F,, wa)aca una
catena e consideriamo (Fj,w) con J = Upeada, J' = Ugead, e w : J' — F
definita da w(j) = wa(j) (dove j € J!); vediamo che w(J') ¢ base. Sia
x € Fyallora x € F;, per qualche n e quindi z € (wq(J.,)) C (w(J')) e w(J")
e un sistema di generatori.

Sia )iy ajw(j) = 0 dove la combinazione lineare ¢ finita; allora {j €
J' :a; #0} C J! per qualche a € A e quindi dal fatto che w(J)) = wq(J))
¢ base di F)j, abbiamo che a; = 0 per ogni j € J'.

Sia dunque (Fj,w) un elemento massimale e supponiamo che J # I;
allora esiste k € I\J e ogni elemento di Fjy) si scrive come

xr = g Vg + QU

jeJ’

e (aj)jes € a supporto finito, inoltre come prima tale scrittura e unica ed
S ={ay: x € Fyupy} € R ¢ un ideale; allora S = (b) ed esiste v € Fyy
tale che a, = b. Sempre come prima Fju; = F; @ Rv e in particolare
definendo w : J' U {k} — Fjupy tale che w(j) = w(j) se j € J' e w(k) =wv
si ottiene (F,w) < (Fyugky, w) € X che ¢ assurdo. O

Corollario 13. Se A ¢ un dominio ad ideali principali, un A-modulo proiet-
tivo e libero.

Dimostrazione. P proiettivo = P ¢ addendo diretto di un modulo libero
= P e sottomodulo di modulo libero = P e libero. m

Corollario 14. Se A e un dominio ad ideali principali ogni sottomodulo di
un modulo proiettivo ¢ proiettivo.
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Osservazione 4. Sia A domino ad ideali principali, M A-modulo finitamente
generato, N C M sottomodulo, F' A-modulo libero tale che M & quoziente
di F; allora
F
N—>M
71(N) ¢ sottomodulo di modulo libero e; in particolare ¢ libero e tk 71 (IV) <
rk M < oo, cio¢ 7~ !(N) ¢ finitamente generato e quindi lo ¢ anche N in al-

tre parole se A é domino ad ideali principali ogni sottomodulo di un modulo
finitamente generato é finitamente generato.

Osservazione sull’osservazione: questo fatto e vero piu in generale per A
noetheriano.

Esempio 3. [[,eyZ non ¢ libero (e quindi neanche proiettivo) come Z-
modulo; per una dimostrazione ci si puo riferire a [Sch].

Teorema 15 (Dei divisori elementari). Sia R un dominio ad ideali principali;
F' R-modulo libero, M C F' sottomodulo finitamente generato con M #
(0). Allora esistono una base # di F, degli elementi ey, ..., e, € £ e degli
elementi ay, . ..a, € R\{0} tali che

(1) M = {aseq,...,aze,) €
(2) a; | ai—i—l'

Dimostrazione. Possiamo supporre che F sia finitamente generato, altrimenti
scriviamo i generatori di M come combinazione lineare di elementi di & e
consideriamo il sottomodulo generato dagli elementi di Z che compaiono in
tali scritture (che sono in numero finito).

Sia A € Hompg(F, R) e definiamo J, = A(M), chiaramente ogni J ¢ un
ideale. La famiglia di ideali di R

F ={J\: XA € Homg(F,R)}

ammette elementi massimali (perché ¢ non vuota ed R ¢ noetheriano). Sia
Jy, massimale in %, R ¢ PID e quindi Jy, = (a1) ed a; # 0 (perché, scelto
m € M con m # 0, & semplice costruire un funzionale non nullo su m).

Sia x; € M tale che A\j(z1) = ay; per ogni A € Hompg(F, R) si ha \(x;) €
(aq). Infatti sia (d) = (AM(z1),a1) (= (a1) € (d)), d = hA(x1) + kXi(21) €
p = hA+k\ € Homg(F, R). Jy, = (a1) C (d) C J, (dove I'ultima inclusione
viene da d = p(x;)) e quindi per massimalita (a;) = (d) = J, e, a meno di
associati, a; = d | A(xq).

17
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Percio se scriviamo z; in termini di una qualunque base di F' e conside-
riamo come funzionale la proiezione su di una coordinata abbiamo che ogni
coefficiente di z; € multiplo di a; ed x; = aje;. Inoltre A\i(e;) = 1. Vogliamo
quindi dimostrare che F' = (e1) @ Ker Ay, & chiaro che (e;) NKer A; = (0). Sia
x € F,allorax—\(x)e; € Ker \; = F = (e1)@Ker \;. Fy := Ker A\ & libero
per il teorema 12; chiamiamo M; = F; N M, allora M = (1) & M. Infatti
chiaramente (z1) N M; = (0) e per ogni © € M A\ (x) = bay e x — bxy € M;.

Adesso si completa la dimostrazione con un procedimento induttivo e
per avere il secondo punto basta osservare che per ogni funzionale \ &
Hompg(Fy, R) A(My) € A\ (M). Infatti estendiamo A ad un funzionale ' — R
con A(e;) = 0 e consideriamo il funzionale p = XA + A\;. Allora u(x;) =
a; = (a1) € J, e per massimalita J, = (a;). Infine per ogni m € M,
A(m) = pu(m) — Ai(m) € (aq). O

1.2 Moduli iniettivi

Definizione 10. Un A-modulo [ si dice iniettivo se comunque dati A, B A-
moduli, o : A — [ omomorfismo e v : A — B omomorfismo iniettivo esiste
B : B — I che fa commutare il diagramma

In parole povere un modulo [ ¢ iniettivo se (identificando tramite v A
come sottomodulo di B), per ogni A C B moduli ogni omomorfismo o : A —
I si estende ad un omomorfismo §: B — [.

Proposizione 16. Un prodotto []
iniettivo.

ser Ai © iniettivo se e solo se ogni A; ¢

Dimostrazione. Supponiamo che ogni A; sia iniettivo; allora

4
o

U

A

’
/
Bi, .
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Dove i [3; esistono perché A; e iniettivo e [ esiste per la proprieta universale
del prodotto. Per verificare che il diagramma commuta osserviamo che [; o
7 = m; o« per ogni ¢ € [ (per costruzione) e per proprieta universale del
prodotto m; 0 3 = (; per ogni ¢ € I. Quindi il seguente diagramma commuta:

A Bioy A,
k /
Hie] A,

e per unicita oy = a.

Viceversa sia [[,.; A; iniettivo e consideriamo v : A — Ay e v: A — B;
se definiamo la famiglia di omomorfismi «; : A — A; come a; =0sei #k e
oy = a. Per la proprieta universale del prodotto esiste & : A — [[..; A tale
che m; o @ = o; e quindi

// Hz‘eIAi /
/ /1 ~
, //ﬁ «

e

B A 0

~

dove 3 esiste perché [[,.; A; ¢ iniettivo e 3; = m; 0 . ]

Proposizione 17. Sia B un A-modulo ed {4;};c; una famiglia di A-moduli;
allora esiste un isomorfismo

Homp (Pier A, B) = H Homy (A;, B)

il

Dimostrazione. Dimostriamo che Homy (@7 A;, B) soddisfa la proprieta uni-
versale del prodotto. Per ogni ¢ € I chiamiamo j; 'inclusione A; — @;c;A; e
definiamo le proiezioni 7; : Homp (@Bier A, B) — Homy (A;, B) come 7;(p) =
© 0 Ji-

Consideriamo una famiglia di omomorfismi ; : N — Hom,(A;, B) per
ognin € N esiste un unico omomorfismo (3(n) tale che il seguente diagramma

commuti

A, Bi(n) B

/1
\ )
Ji 7 B(n)

DicrA;
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Definiamo 5 : N — Homy (®;e1A;, B) come n +— [(n). [/ ¢ omomorfismo,
infatti per ogni ny,ny € N e per ogni i € I (B(n1) + B(n2)) o j; = B(nyg) o
Ji + B(n2) o ji = Bi(n1) + Bi(n2) = Bi(n1 + ng) e per unicita B(n1) + B(ng) =
B(ny + ng). Inoltre per ogni n € N m;(B(n)) = B(n) o j; = Bi(n) e quindi S
risolve il problema universale. Il

In particolare (B2 R)* = [[2, R che ¢ come dire che (R[z])* = R[[z]].

1.2.1 Moduli iniettivi su domini ad ideali principali

Definizione 11. Sia A un dominio; un A-modulo D si dice divisibile se
Vd € DV € A\{0}3c € D tale che Ac = d.

Esempio 4. (1) Q & uno Z-modulo divisibile

2) Q/Z ¢ uno Z-modulo divisibile ma ¢ non € unico: 0 = }14 = %4.

(2)

(3) Z/nZ ¢ uno Z-modulo non divisibile (ad esempio n =4,d = 1, A = 2).
(4) Z non ¢ uno Z-modulo divisibile.
(5)

5) Un gruppo abeliano finitamente generato non e mai divisibile.

Teorema 18. Sia A un dominio d’integrita; allora un A-modulo iniettivo e
divisibile. Se A ¢ un dominio ad ideali principali un A-modulo divisibile &
iniettivo.

Dimostrazione. Sia A dominio di integrita e D A-modulo iniettivo. Siad € D
e A € A con \ # 0, vogliamo trovare ¢ € D tale che A\c = d. Consideriamo

con u(1) = A (¢ iniettivo perché A ¢ un dominio) e (1) = d. Per iniettivita
esiste ¥ : A — D che fa commutare il diagramma; in particolare d = (1) =
Yo p(l) =9(N) = \J(1).
Adesso sia A un dominio ad ideali principali e D un A-modulo divisibile.
Consideriamo
lf

B<;— A<—0

20
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A meno di identificare A con pu(A) possiamo supporre A C B. Sia
Y={(L,7): ACLCBe~vy:L—D,ya=a}.
(A ) € ¥ = X # (). ¥ & parzialmente ordinato con la relazione
(L,y) < (M,n) & LC M, enr="r

(X, <) verifica le condizioni del lemma di Zorn: sia (4,@) € ¥ un elemento
massimale. Se A # B esiste b € B\A; sia I = {A\ € A: \b € A}. I & un
ideale di A e quindi I = ()g). Sia A= (A, b), vogliamo definire & : A—=D
che estende a. Se \g # 0 per divisibilita esiste ¢ € D tale che A\gc = @(Apb);
se A9 = 0 scegliamo ¢ € D arbitrario e definiamo

a(a+ A\b) = a(a) + Ac

e 'unica cosa da verificare & A\b € A = a(Ab) = @(\b) ma questo segue dalla
definizione; infatti sia A = {Ag allora @(Ab) = {a(Aob) = EAoc = Ac = a(Ab).
Percio (A, @) < (A, @) che & assurdo. O

Proposizione 19. Quoziente di un modulo divisibile e divisibile.
Dimostrazione. E ovvio. O]

Teorema 20. Ogni gruppo abeliano (come Z-modulo) puo essere immerso
in un gruppo abeliano divisibile (cio¢ uno Z-modulo iniettivo).

Dimostrazione. Sia A un gruppo abeliano ed a € A con a # 0. Consideriamo
(a) € A elamappa o, : (a) — Q/Z definita nel seguente modo: se o(a) = 0o
allora o, (a) & qualunque elemento non nullo di Q/Z; se o(a) = n allora ay,(a)
¢ un elemento con ordine che divide n. Consideriamo

4@/ Z
ﬁj P T%

A~ {(a) 0

dove 9, esiste per U'iniettivita di Q/Z. Adesso consideriamo

[1eea(Q/Z)a
ATz

dove u esiste per la proprieta universale del prodotto. u e anche iniettiva
perché per ogni a € A con a # 0 m,(u(a)) = V,(a) # 0 per costruzione. La
tesi segue dalla proposizione 16. O
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Definizione 12. Un gruppo abeliano si dice colibero se ¢ isomorfo ad [ [, ,(Q/Z);.
FEsercizio 3. (1) Z/nZ & iniettivo come Z/nZ modulo.

(2) Ogni gruppo abeliano A ha un sottogruppo divisibile massimale.

Dimostrazione. (1) Consideriamo l’'omomorfismo iniettivo

(S Z/nZ — Q/Z

Abbiamo quindi

Dove A e B sono Z/nZ-moduli, cioé gruppi abeliani di n-torsione e 1) o«
e omomorfismo di gruppi abeliani. ﬁ esiste per 'iniettivita di Q/Z e Im /6
¢ un sottogruppo di Q/Z che ha n-torsione = Imﬁ - ( ) e se chiamiamo

Pt <;> — Z/nZ basta porre 3 = ! Oﬁ

(2) Mostriamo che somma diretta di moduli divisibili ¢ divisibile. Sia A =
DicrAi, (a;)ier € A e X € A\{0} definiamo ¢ = (¢;);e; come

o Osea; =0
G= d € A; : Ad = a; altrimenti

¢ ha supporto finito e quindi ¢ € A e Ac = a.

Sia ora A un gruppo abeliano e consideriamo la famiglia { A; };e; dei suoi
sottogruppi divisibili. Per ogni ¢ € I consideriamo l'inclusione ¢; : A; —
A, queste inducono un’omomorfismo ¢ : @;c;A; — A. Ora @icrA; €
divisibile e quindi lo ¢ anche B = Imp C A (che ¢ un quoziente di
@ier4;), inoltre per ogni sottogruppo divisibile A; C A abbiamo A; =
vi(A;) = poji(A;) € B. Quindi B ¢ il massimo sottogruppo divisibile
di A.

m
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1.2.2 Moduli coliberi

Sia A un A-modulo destro e G un gruppo abeliano; consideriamo Homy (A, G)
(omomorfismi di gruppi abeliani). Vogliamo mettere su quest’ultimo una
struttura di A-modulo sinistro. Percio se ¢ € Homgz(A, G) definiamo A\p(a) =
p(al).

FEsercizio 4. Verificare che Homyz(A, G) con la moltiplicazione per scalare cosi
definita ¢ veramente un A-modulo sinistro.

Dimostrazione. E tutto ovvio ad eccezione di (AMA2)e = Ai(A2p), ma per

ognia € A (AMAg)p(a) = p(a(MA2)) = p((ar)X2) = (Aep)(ai) = )\1(>\2<P)(Da)-

Teorema 21. Sia A un A-modulo sinistro e G un gruppo abeliano; conside-
riamo Homy (A, G) come A-modulo sinistro (Perche A ¢ in modo naturale un
A-modulo destro). Allora esiste un isomorfismo di gruppi abeliani

na : Homa (A, Homy (A, G)) — Homg(A, G).
Inoltre se o : A — B ¢ omomorfismo di A-moduli

Hom, (B, Homz(A, G)) —2 Homy (B, G)

a*l ia*

Homy (A, Homgz (A, G)) Homgz (A, G)

nA

Dimostrazione. Sia ¢ € Homp (A, Homz(A, G)) ed a € A, definiamo n4(p)(a) =
©(a)(1). Dobbiamo fare un paio di verifiche:

)(1) +

(1) na(p)(a) € Homz(A,G): na(p)(ar + az) = plar + az2)(1) = ¢(ay
ka)(1) =

plaz)(1) = na(p)(ar) + nalp)(az) e anche na(p)(ka) = ¢
kp(a)(1) = kna(e)(a).

(2) na € un omomorfismo di gruppi abeliani: na(e1+p2)(a) = (@14+p2)(a)(1) =
(e1(a) + ¢2(a))(1) = @1(a)(1) + 2(a)(1) = naler)(a) + nale2)(a).
Per vedere che 774 & un isomorfismo costruiamo un’inversa £ 4 : Homy (A, G) —
Homp (A, Homgz(A, G)) definendo €4 (¢)(a)(A) = ¥(Aa). Anche qui dobbiamo

fare un po’ di verifiche noiose

(1) €a(¥)(a) € Homz(A,G), cioé é un omomorfismo di gruppi abeliani:
Ea()(a) (M + A2) = (A1 + Az)a) = (Ma+ Asa) = ¥ (Aia) + 1 (Aea) =
§a(¥)(a)(Ar) + €a(t)(a)(A2).
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(2) €a(v) € Homa(A, Homz(A, G)): & ( )ar + az)(A) = Y(Mar + a2)) =
(hay + Aaz) = P(Aar) + P (Aag) = (¢)( 1)(A) +€a(¥)(az)(A) e anche
Ea(¥)(Ma)(A) = (Aha) = Ea()(a) (A1) = Mi&a(¥)(a)(A).

(3) €4 & un omomorfismo di gruppi abeliani: (11 + a)(a)(N) = (Y1 +
2)(Aa) = 1 (Xa) + ha(ha) = Ea(tn)(a)(X) + Ea(dh2)(a)(A).

Finalmente possiamo vedere che n4 e £4 sono l'una inversa dell’altra.
§a0na(@)(a)(A) = nalp)(ha) = e(Aa)(1) = Ap(a)(1) = @(a)(A), cioe & o
4 = id.. Tnoltre 14 0 €4(9)(0) = E4(9)()(1) = pla) e n4 0 €4 = id.

E, dulcis in fundo, n4 € naturale: (n4 o a*)(¢)(a) = a*(¢)(a)(1) = (po
a)(a)(1) e (" ong)(¢)(a) = (ns(p)oa)(a) = p(a(a))(1) = (poa)(a)(1). O

Osservazione 5. n € un esempio di trasformazione naturale tra funtori; cioe
se € ed ® sono categorie ed F,G : € — ® sono funtori, una trasformazione
naturale tra F' e G ¢ data da un morfismo nc : F(C) — G(C) per ogni
C € €, in modo che per ogni C,;D € € e morfismo « : C' — D il seguente
diagramma commuti:

(l ) —=G(C)
F(D) -2~ G(D)

Definizione 13. Un A-modulo si dice colibero se ¢ (isomorfo a) [ ], , Homz(A, Q/Z)

Osservazione 6. Se A = 7Z abbiamo che Homgz(Z,Q/Z) = Q/Z (tramite
¢ — (1)) e quindi questa definizione ¢ coerente con quella data per i gruppi
abeliani.

Teorema 22. Ogni A-modulo sinistro A puo essere immerso in un modulo
colibero.

Dimostrazione. A & un gruppo abeliano e quindi sappiamo (perché lo ab-
biamo visto nella dimostrazione del teorema 20) che per ogni a € A esi-
ste ¥, : A — Q/Z omomorfismo di gruppi abeliani tale che J,(a) # 0
se a # 0; in particolare ¥, € Homgz(A,Q/Z) e quindi posso considera-
e (teorema 21) ¢, = 1, '(J,) : A — Homgz(A,Q/Z), inoltre se a # 0

on(@)(1) = 75 (2, )(@)(1) = Bu(a) # 0 ciod go(a) # 0. E adesso
[oca (gomZ(Av Q/Z))a

A~ s Homgz (A, Q/Z)

e ¢ ¢ iniettiva perché a # 0 = m,(¢(a)) = pu(a) # 0= ¢(a) # 0. O
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10/08/08

Teorema 23. Un A-modulo colibero ¢ iniettivo.

Dimostrazione. Basta dimostrare che Homgz (A, Q/Z) & iniettivo. Sia

Homy (A, Q/7Z)

Ta

A 0

B

(e

dobbiamo dimostrare che esiste § : B — Homgy(A, Q/Z) che fa commutare il
diagramma. Ma applicando la trasformazione naturale ns e usando il fatto
che Q/Z & iniettivo sappiamo che

dove gli omomorfismi sono di gruppi abeliani. E quindi possiamo definire
B =mn3"(0) : B— Homgz(A,Q/Z) che & un omomorfismo di A-moduli.
Resta da vedere che [ fa commutare il diagramma; per definizione § =
ne(fB) e usando la naturalita di 1 abbiamo na(a) = o*(§) = o* o np(H) =
na o o*(F) e poi dall’iniettivita di n4: o = cinm® (} o0 . ]

Corollario 24. Ogni A-modulo e sottomodulo di un modulo iniettivo.
Teorema 25. Per un A-modulo I le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) I ¢ iniettivo.

(2) Per ogni successione esatta

0 A B
la successione
0 — Hom(C, I) —~ Hom(B, I) —“~ Hom(A, I) —= 0
e esatta.

(3) Se p: I — B & iniettiva allora esiste 5 : B — [ inversa a sinistra di y;
cioe tale che o pu = 1id;.
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(4) I & addendo diretto di ogni modulo che lo contiene come sottomodulo.

(5) I & addendo diretto di un modulo colibero.

Dimostrazione. ((1) = (2)) L’unica cosa da dimostrare ¢ che u* ¢ surgettiva,
sia @« € Hom(A, I) allora

e quindi o = p*(3).
((2) = (3)) Consideriamo la successione esatta

m

0 I B —= coKer jp —= 0

allora p* : Hom(B, I) — Hom([, I) é surgettiva e quindi esiste § € Hom(B, I)
tale che p* () = B o p =idy.
((3) = (4)) Sia I C A; consideriamo la successione esatta

0 [—>A—"~A/I 0

allora esiste 3 : A — I tale che o =id; e per il teorema 10 A= [ A/I.
((4) = (5)) Ogni modulo si pud immergere in un modulo colibero.
((5) = (1)) I & addendo diretto di un modulo colibero che in particolare
e iniettivo e per la proposizione 16 e iniettivo. O

Esempio 5. - Gli spazi vettoriali su un campo K sono iniettivi. Se W C
V & un sottospazio ed a : W — L ¢ applicazione lineare si puo estendere
aaa:V — L.

- Le rappresentazioni di gruppi finiti sono K[G]-moduli iniettivi se char K =
0 o char K 1 o(G). Siano W C V' K[G]-moduli ed F' un supplementare
qualsiasi di W in V' (F' & uno spazio vettoriale ma in generale non é un
K|[G]-modulo); consideriamo 7y : V' — W proiezione e sia

1
T= oG) 7GZG(QWW)

dove gmy : v — gmw(g~1v) (usiamo l'ipotesi su char K per invertire
o(G)). T & un omomorfismo di K|[G]-moduli; infatti ¢ K-lineare e per

ognihe GiveV
() = oy S e am (™) = iy Sy W ) () 10) =
ﬁ > geq hgmw (g™ v) = hT(v).
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Ora Tjw = idw e KerT'®@ W = V; infatti se w € KerT' N W allora
w = T(w) = 0 e quindi KerT’N'W = (0), inoltre per ogni v € V
v—T(@w) € KerT da cui V.= KerT + W. Ora KerT ¢ un K|[G]-
modulo. Percio se V' & un K|[G]-modulo (con le ipotesi dette su K)
ogni suo sottomodulo ha un addendo diretto e si ragiona come per gli
spazi vettoriali.
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Capitolo 2

Categorie e Funtori

Per definire una categoria € servono tre informazioni:
(1) Una classe di oggetti.

(2) Per ogni coppia di oggetti A, B € € un insieme di morfismi €(A, B) da
Aa B.

(3) Per ogni A, B,C € € una legge di composizione

C(A, B) x €(B,C) — €(A,C).

Osservazione 7. 1 morfismi non sono necessariamente funzioni. I termini
classe e insieme sono intesi nel senso della teoria degli insiemi. Infatti il
primo esempio di categoria € & in cui gli oggetti sono gli insiemi e i morfismi
le funzioni tra insiemi.

Quando si parla di classe ci si puo riferire alla teoria assiomatica di Godel-
Bernays' anziché a quella di Zermelo-Frankel in cui gli oggetti sono classi e
gli insiemi sono classi che appartengono ad altre classi.

Se in una categoria € gli oggetti formano un insieme si parla di small
category.

A volte si scrive f : A — B per f € €(A, B). Una categoria ¢ definita
dai tre punti precedenti e dai seguenti assiomsi:

(A1) Se A; # Ay 0 By # By allora €(Ay, By) N €(As, Bs) = ().

(A2, associativita) Dati f : A — B, g: B —- Cedh:C — D si ha
hgf) = (hg)f.

Lefr. [AHS90] e [Ber91]
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(A3, unita) Per ogni A € € esiste 14 : A — A morfismo tale che per ogni
f:A—-Beg:C— A

1Ag:g> flA:f

Osservazione 8. - Per ogni A € € il morfismo 1,4 & univocamente deter-
minato.

- Si puo definire il concetto di morfismo invertibile e di oggetti isomorfi.

Definizione 14. Un oggetto zero in una categoria € ¢ un oggetto tale che
per ogni X € € €(0,X) ed €(X,0) hanno un solo elemento.

Non tutte le categorie hanno uno zero; ad esempio:
- gli anelli commutativi con unita non hanno zero;

- La categoria & degli insiemi non ha zero; gli unici candidati zero sono
i singoletti o 'insieme vuoto (@) ¢ 'unico oggetto tale che €(0), X) ha un
solo elemento per ogni X € €, mentre i singoletti sono gli unici oggetti
tali che €(X, {*}) ha un solo elemento per ogni X). Ma €({x}, X) ha
pitt di un elemento se X ha pit di un elemento e €(X, () = () per ogni
X € 6 (con X #0).

Osservazione 9. - Gli zeri di una categoria sono isomorfi tra loro.
- Se esiste uno zero allora per ogni X,Y € € esiste un morfismo Oy y

definito da

Ox,y

N

0

X

Y

Definizione 15. Siano €,® categorie; © ¢ una sottocategoria di € se
(1) Xed=Xed

(2) D(X,Y) Ce(X,Y)

B) feDX,)Y),geD(Y,Z) = foog=[ocy.

Se per ogni A,B € ® (A, B) = €(A, B) D si dice sottocategoria piena
di €.

Esempio 6. - b (gruppi abeliani) & una sottocategoria piena di & (grup-
pi).

29



Categorie e Funtori

- MR, (anelli commutativi con unita) € una sottocategoria di R (anelli)
ma non € una sottocategoria piena.

Alcuni esempi di categorie:

- € = X insieme parzialmente ordinato; i morfismi sono le relazioni a < b.
In particolare i morfismi non sono funzioni.

- € = {G} con G gruppo. €(G, G) corrispondono alle moltiplicazioni per
g € G che sono date invertibili. Una sottocategoria e un sottogruppo
ma c’e una sola sottocategoria piena: € stessa.

2.1 Funtori

Definizione 16. Date due categorie € e ® un funtore F' : € — D ¢ una
regola che associa ad un oggetto X € € un oggetto FF.X € ® e ad ogni
morfismo f € €(X,Y) un morfismo Ff € D(X,Y) in modo che

(1) F(fg) =F(f)F(9),
(2) F(lx) = 1px.

Esiste il concetto di funtore identico (con la definizione ovvia) e si possono
comporre funtori; quindi esiste anche il concetto di funtore isomorfismo e di
categorie isomorfe ma non si rivela molto utile.

Esempio 7. - F : & — 2b funtore che associa ad un gruppo il suo

abelianizzato.

- m : Spazi topologici puntati — & che associa ad uno spazio topologico
con punto base il suo gruppo fondamentale.

- F ool — 2Ab (M, @ la categoria dei A-moduli sinistri) con FX =
HOHIA(A, X)

In generale se € ¢ una categoria ed A € € il funtore €(A4,-) : € — & si
dice funtore rappresentato da A.

Sia € una categoria; si definisce la categoria €PP con gli stessi oggetti di
CeCP(X,Y) =&Y, X) con la legge di composizione necessaria. € ha
gli stessi 14 di € e gli stessi 0 (se esistono).

Definizione 17. Un funtore controvariante € — ® e un funtore € — 9.

Un esempio di funtore controvariante ¢ Hompy (-, M).
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Definizione 18. Un funtore F': € — ® si dice pieno se
¢(A, B)—>¢(FA, FB)
e surgettiva; F' si dice fedele se
¢(A, B)—>¢(FA, FB)
¢ iniettiva e si dice full embedding se ¢ pieno, fedele e iniettivo sugli oggetti.

Non e detto che 'immagine di un funtore sia una sottocategoria della
categoria di arrivo. Come controesempio si puo considerare la categoria data
dall’insieme parzialmente ordinato S = {a,b,c,d} con l'ordine riflessivo e
a < b,c < d e la categoria data da T = {z,y,2z} con x < y,y < z,x < z.
Un funtore F' : S — T e una funzione che preserva l'ordine, ad esempio
F:aw— 2,b— ycw— ydw— z Se FS fosse una categoria allora la
composizione dei morfismi x — y — z sarebbe immagine di un morfismo
a — d che non esiste.

Pero se il funtore ¢ un full embedding F'€ ¢ una sottocategoria piena.

2.1.1 Trasformazioni naturali

Definizione 19. Siano F' e G due funtori € — ®. Una trasformazione
naturale t da F' a GG € una regola che assegna ad ogni oggetto X € € un
morfismo tx € D(F X, GX) tale che per ogni morfismo f : X — Y il seguente
diagramma commuti

FX 26X

Ffi le

FY?GY

Se tutti i tx sono isomorfismi ¢ si dice equivalenza naturale. 1 tx si dicono
componenti della trasformazione naturale ¢.

Il teorema 21 fornisce un esempio di equivalenza naturale.
Le trasformazioni naturali si possono comporre e le composizione € asso-
ciativa; percio possiamo definire:

Definizione 20. Se F' : € — ® e G : ® — € sono funtori che verificano
FG = Idg (cioe il funtore F'G ¢ naturalmente equivalente al funtore identita
D — D) e GF = Idg allora € e D si dicono categorie equivalenti.
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Esempio 8. Sia U4 la categoria degli spazi vettoriali su K di dimensione d
ed R? la categoria con I'unico oggetto R? ed RY(R%, R?) = End (R?). Al-
lora esiste un funtore F' : R? — U% (iniezione classica) e un altro funtore
G : U — R che per ogni spazio vettoriale sceglie una base (questo & possi-
bile perché nella teoria assiomatica di Godel-Bernays e presente il cosiddetto
aziom of global choice). F' e G producono un’equivalenza naturale tra le due
categorie.

2.1.2 Biduale di spazi vettoriali

Con gli strumenti introdotti finora possiamo formalizzare in modo preciso il
fatto che, nel caso di dimensione finita, 'isomorfismo tra uno spazio vetto-
riale e il suo biduale & canonico. Sia Uy la categoria degli spazi vettoriali su
K e consideriamo “i : U — Yg”; cioe ad ogni V' € Yk associamo un’appli-
cazione lineare iy : V' — V** definita da iy (v) = v e se ¢ € V* 0(p) = ¢(v).
Vogliamo interpretare ¢ come una trasformazione naturale. Consideriamo il
funtore identico U — Yk ed il funtore duale * : Y — Vi che associa
ad uno spazio V' € Yk il suo duale V* € Ly ed ad un’applicazione lineare
¢ : V — W la sua trasposta ¢* : W* — V* (cioe p*(f) = fop). Componen-
do il funtore duale con se stesso otteniamo il funtore biduale ** : U — V.
17 € una trasformazione naturale tra il funtore identico ed il funtore biduale:

1% iv > |/**

fl lf**

W

il diagramma commuta; infatti sia p € W=, f** o iy (v)(p) = iv(v)(f*(¥))
) pumm

iv(v)(po f) = (po f)(v); maanche (iw o f)(v)(p) = f(v) p(f(v))
(0o ().

Se V ha dimensione finita iy, & un isomorfismo dunque 4 induce su T%
un’equivalenza naturale.

Se € ed © sono categorie indichiamo con [€, D] la categoria in cui gli
oggetti sono i funtori fra € e ® ed mor(F, G) sono le trasformazioni naturali.
In generale non ¢ detto che mor(F, G) sia un insieme.

Esercizio 5. Trovare il controesempio.

Ma se € ed © sono small category allora mor(F,G) & un insieme.
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2.2 Costruzioni universali

2.2.1 Prodotti e coprodotti di oggetti in categorie

Definizione 21. Sia {X;};c; una famiglia di oggetti in una categoria €; un
prodotto (X, {p;}icr) € dato da un oggetto X € € e dai morfismi p; € €(X, X;)
tali che

X

A

Y =T X

Se il prodotto esiste € unico.

- In 9 il prodotto esiste sempre ed & [] (prodotto diretto).
- Anche in & il prodotto esiste sempre ed e il prodotto cartesiano.

- In &(2) (insiemi di cardinalita 2) non esiste il prodotto. Infatti suppo-
niamo di avere il seguente diagramma commutativo in &(2) e suppo-

niamo che D sia un prodotto.
B
f
s
A T> D
g
C

~

Allora mg e m¢ devono essere surgettive (basta scegliere f e g surgettive)
e quindi (sono morfismi in &(2)) iniettive. Segue che h = 75! o f =
To og=g=mcomy of che e assurdo (perché |&(2)(A,C) > 1]).

- Nella categoria dei gruppi ciclici non esiste il prodotto.

Esempio 9. Consideriamo la categoria &, dei gruppi di torsione. Posso con-
siderare il prodotto diretto nella categoria dei gruppi abeliani ma il prodotto
di gruppi di torsione non & necessariamente un gruppo di torsione (ad esem-
pio [],en., Z/nZ). Pero se {Gi}icr ¢ una famiglia di gruppi di torsione, H ¢
un gruppo di torsione, T' C []..; G; ¢ il sottogruppo di torsione ed abbiamo

G
fi Tﬂ_
H 4f> Hie[ G
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allora necessariamente f(H) C T e quindi T ¢ il prodotto nella categoria
dei gruppi di torsione di {G;};c;. In particolare il prodotto esiste ma non
coincide con quello di 2b.

Definizione 22. In una categoria € il coprodotto di una famiglia {X;};cr €
il prodotto degli {X;};cr nella categoria €°PP. In particolare ¢ dato da un
oggetto [ [,.; X; € € e dai morfismi g; : X; — [[,; X; tali che

Xi

oo

Y < ET, Hiel X;

In MY, il coprodotto ¢ la somma diretta.

- In & e I'unione disgiunta.

Nella categoria degli spazi topologici ¢ I'unione disgiunta (con la topo-
logia ovvia)

In & e il prodotto libero G x H.

Definizione 23. In una categoria € un oggetto iniziale ¢ un X € € tale
che per ogni Y € € €(X,Y) ha un solo elemento; un oggetto terminale ¢ un
X € € tale che per ogni Y € € €(Y, X) ha un solo elemento.

Esempio 10. Un oggetto iniziale di una categoria € ¢ un coprodotto su di
un insieme vuoto di indici; un oggetto finale &€ un prodotto su di un insieme
vuoto di indici.

2.2.2 Pull back e push out

Definizione 24. In una categoria € dato uno schema

B

P

CTD
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il pull back di (p,1) e dato da un oggetto Y € € e dai morfismi o : Y — B
ef:Y - Ctalichepoa=vofe

Z v
NS
\\ .
Y—B
B
\ﬂi l@
N\
C—V D

cioe tale che VZ € €,v : Z — B,0 : Z — C che fanno commutare il
diagramma esiste un unico £ : Z — Y che fa commutare il diagramma.

Come sempre se il pull back esiste e unico.

- Mettiamoci in 9, e consideriamo

AgB

mi ’
C T D
Perché il diagramma commuti bisogna che ¢ o mp = 1 o . Percio
definiamo (p, =) : BxC — D (B x C indica il prodotto diretto) come
(p, =) (b, c) = p(b) — ¥(c) e consideriamo A = Ker (¢, —1)). Adesso il
diagramma commuta per definizione; A ¢ il pullback di (¢, ), infatti
consideriamo il diagramma

e
¥

Definiamo € : Z — B x C come £(z) = (v(2),8(z)), osserviamo che
(p,—¥) 0 &(2) = por(z) — ¢ od(2) = 0. Quindi Im C Ae¢
fattorizza tramite 'inclusione definendo £ : Z — A che fa commutare il
diagramma. Questa £ e 'unica scelta possibile, infattise n: Z — A e
un altro omomorfismo che fa commutare il diagramma allora scrivendo
n(z) = (m(z),m2(2)) si ha che m(z) = mp on(z) = 7(2) ed na(z) =
o on(z) =4(z).

*)D

(4
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-In6Gse B,C CDedig:B— Deic:C — D sono le inclusioni il
pullback di (ip,ic) € BN C con le inclusioni ovvie.

- In & il pullback di (p,1)) e

dove A ={(c,d) € C x D : p(c) =1(d)}.

Spesso il pull back si chiama prodotto fibrato (termine che viene dalla topo-
logia).

Il push out e il pull back in €°P pero e meglio darne una definizione
esplicita

Definizione 25. Sia € una categoria, Y, B,C € € oggettie a : Y — B,
B :Y — C morfismi; allora il push out di («a, 3) € dato da un oggetto D € €
e due morfismi p: B— D ety :C — D taliche poa=1vofe

Y =B

Ad esempio in & il pushout di

F—=Q

g

H

¢ il prodotto amalgamato G * H/{a(f)B(f)™' =id: f € F).

Esercizio 6. Esprimere il push out in 9%, .

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma

Y =B

|

C
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e omomorfismo (a,—f3) : Y — B® C,y — (aly),—p(y)). Sia D =
coKer (a, —3), chiamiamo ig : B — B® C, ic : C — B @ C le inclu-
sioni e 7 : B@® C' — D la proiezione al quoziente. Definiamo ¢ = woig e
¥ = moic; per ogniy € Y si ha po(a(y)) = [(a(y), 0)] = [(0, B(y))] = ¥oB(y).
Verifichiamo che D é il pushout del diagramma; consideriamo

Y —=B
ﬁi i«p\

\)v
J Z

Definiamo & : B® C — Z come £(b,c) = y(b) + 6(c), osserviamo che & o
(o, —=B)(y) =y oaly) —doB(y) =0 e quindi Im (a, —3) C Ker€ e € passa
al quoziente e definisce £ : D — Z che fa commutare il diagramma.
Vediamo che ¢ € 'unica scelta possibile, infatti se n ¢ un altro omomorfi-
smo che fa commutare il diagramma, allora n([b, ¢|) = nom(b,0)+nom(0,c) =

now(b) +mno(c)=~(b)+dc). O

5

2.3 Funtori aggiunti

La costruzione che segue serve, tra le altre cose, a definire cos’e un oggetto
libero in una categoria. Partiamo con un esempio; sia F' : & — 9, con
FS = @45, (il modulo libero su S) e G : M, — & funtore dimenticante.

Sia A € MY ed S € &; posso considerare M, (FS, A) e &(S,GA) e

definire una corrispondenza biunivoca

USAimk<FS,A) A G<S,GA)
p:FS—A — pg:5—GA

f:FS—A «— f:5—-GA

Vogliamo interpretare ns4 come equivalenza di funtori; per farlo dobbiamo
dare un senso al seguente diagramma

ML (FS, A) 22~ GS(S,GA)
9JIZA(F)J/ lG(F)
fmlA(FSl, Al) — G(Sl, GAl)

NS Ap

La prima cosa da capire e di che tipo di funtori vogliamo esibire un’equi-
valenza. 7s4 manda morfismi in morfismi; percio dobbiamo associare ad
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un insieme S e ad un modulo A l'insieme dei morfismi 9, (F'S, A). Inoltre
di ng4 sappiamo solo che & corrispondenza biunivoca, percio di 9, (F'S, A)
consideriamo solo la struttura di insieme.

Vediamo di formalizzare a modo la cosa. Siano € ed ® categorie; de-
finiamo la categoria € x ® che ha per oggetti coppie di oggetti (C,D) e
per morfismi coppie di morfismi (p,?). Dunque i nostri funtori vorreb-
bero essere del tipo & x M, — &; ad una coppia (S, A) sappiamo as-
sociare l'insieme 9, (F'S, A) ma come associamo alla coppia di morfismi
(p: S — S,¥ : A — Aj) un morfismo (di insiemi, quindi una funzio-
ne) ML (FS, A) — ML (FSy, A1)? Se invece di avere ¢ : S — S avessimo
¢ :S; — S potremmo associare ad o € MY, (F'S, A) la composizione

FS, 2~ Fs 2t A

Non c¢’¢ problema! Definiamo il nostro funtore del tipo G x 9y, — &. In
questo modo un morfismo ¢ € G(S,S;) ¢ una funzione ¢ : S; — 5.
A questo punto possiamo dire (in modo sensato) che n & un’equivalenza
naturale tra i funtori M, (F-,-) : GPPxM, — SeS(-,G-) : GPPxM, — &.
Si dira che F' e I'aggiunto sinistro di G e si scrivera F' 4 . L’aggiunto
sinistro del funtore dimenticante (quando esiste) costruira gli oggetti liberi.

Definizione 26. Dati ' : € — D e G : ® — € funtori ed n = nxy :
D(FX,Y) — €(X,GY) equivalenza naturale tra i funtori ®(F-,-) : €PP x
D —Gel(,G):CPxD — &;sidice che F ¢ aggiunto sinistro di G e G
e aggiunto destro di F' e si scrive F' 4 G.

In concetti di gruppo libero (nella categoria &) e di algebra polinomiale
K|[xq,...,x,] sono esprimibili in termini di funtori aggiunti sinistri del funtore
dimenticante.

Consideriamo il funtore dimenticante dalla categoria delle K-algebre alla
categoria Uk degli spazi vettoriali su K il suo aggiunto sinistro ¢ il funtore
che associa ad uno spazio vettoriale V' 1'algebra tensoriale .7 (V).

Esempio 11. In Uk il funtore duale e 'aggiunto di se stesso.

Dimostrazione. 11 funtore duale & controvariante, cioé ¢ un funtore YE* —

Uk, quindi € un po’ delicato definire 'aggiunzione. Consideriamo i due
funtori F : YP* — Ve G : Vg — V3P, dove F(V) =V*esep : W =V €
PR (V, W) allora F(p) = ¢* : V* — W* € U (V*, W*); mentre G(V) = V*
esep:V —>W e Ug(V,W) allora G(¢) : W* — V* € GE(V*, WH).
Dunque Uk (F-,-) ¢ un funtore B x Vi — & tale che Uy (F-,-)(V, W) =
Hom(V*, W) ese f : Vi — Vo e g : Wi — W, sono morfismi, allora
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Uy (F-,)(f,g) : Hom(V{*, Wp) — Hom(V5, Ws) & definito da U (F-, ) (f, 9)(¢) =
gowo fr.

Mentre VY’ (,G) : VB x Vg — & ¢ tale che YP(,G)(V,W) =
HOHI(W*, V) € m%p(_7 G)(f, g) =fopoyg"

Se chiamiamo £ : Ui — Vg equivalenza naturale tra il funtore biduale
e quello identico (& I'inversa di quella vista in precedenza) possiamo definire
la nostra aggiunzione come

Nvw : QIK(F‘/, W) — Q]%’p(\/, GW)
(p: V= W) (fvop™: W* = V).

E facile vedere che tutte le componenti nyy sono isomorfismi. Perché n sia
un’aggiunzione bisogna che il seguente diagramma commuti (dove f : V; —

V2e£73W1—>W2)

vy Wy

Hom(Vy*, W;) — Hom (W7, ;)

(f7g)l i(f,g)

Hom(Vy', Wa) = Hom(W3, V)

Ora se ¢ € Hom(V}*, W;) percorrendo il diagramma in un verso otteniamo
Maws(gowo f*) =&y 0 [ op*ogt = foly op*og* (dove abbiamo usato
la naturalita di £), mentre percorrendolo nell’altro verso otteniamo proprio
fo&y op*og*. Percio FHG. O

FEsercizio 7. Rileggere il teorema 21 come aggiunzione tra i funtori @ : 9, —
2Ab dimenticante e I' : Ab — My, con I'G' = Homy (A, G).

Dimostrazione. 1l teorema 21 fornisce un’equivalenza naturale &€ = n~! tra i
funtori Homy(+, G) e Homy (-, Homy (A, G)) definita da (¢ : A — G) — (a +—
Y(-a)). Per interpretarla come aggiunzione bisogna che ’equivalenza sia na-
turale anche nella seconda variabile. Possiamo verificarlo per 7, siano dunque
a: B — Ae(:G — H morfismi nelle rispettive categorie; consideriamo il
seguente diagramma

Homy (A, Homg(A, G)) 2% Homy(A, G)

(aﬂ)l l(aﬂ)

HOH1A<B,HOIH2(A, H)) HomZ(B,H)

"BH

Sia ¢ : A — Homg(A,G), allora per ogni b € B («,)(nac(¢ ))(ga)

B(nac(e)(a(b))) = B(e(a(b))(1)). Mentre npp((c, ﬁ)(@))(b) ?
B(p(a(b))(1)) e il diagramma commuta. ]
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Definizione 27. Sia € una categoria con zero, A,B € €ed o : A — B
morfismo; il nucleo di o ¢ dato da un oggetto K € € ed un morfismo 7 :
K — Ataleche cor =0eperogni L € €e~y:L— Atalechecoy=0
esiste un unico morfismo 75 : L — K tale che 7 o 7y = 7. Oppure, con un
diagramma:

\\ /
\L OB

Dualmente il conucleo di o ¢ dato da un oggetto C' € € ed un morfismo
7T:B— Ctalechetoo=0eperogni L €€e~vy:B — Ltalecheyoo =0
esiste un unico morfismo 7y : C — L tale che 7 o 7 = . Oppure, con un
diagramma:

Teorema 26. Se G : ® — € ha un aggiunto sinistro (cioe se G € un aggiunto
destro) allora G preserva prodotti, pull-back e nuclei.

Dimostrazione. Vediamo i prodotti. Sia {Y;},c; una famiglia in ® ed YV =
[Lc; Yi con le proiezioni 7; : Y — Y; prodotto in ©; vogliamo dimostrare che
GY con le proiezioni Gm; : GY — GY; ¢ il prodotto dei {GY;};c; in €.
Sia X € € e consideriamo i morfismi f; : X — GY;. Allora applicando
Ny otteniamo
Y;

n;&iy T _

FX ETie Y
Ma possiamo considerare il seguente naturality square:
D(FX,Y) 2% ¢(X,GY)
©(F-,-)((id,m))l \L@(-,G-)((z’d,Gm))
D(FX,Y;) 7 ¢(X,GY))

nxy;
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Funtori aggiunti

Adesso g € D(FX,Y) e seguendo un percorso sul quadrato otteniamo g —
T 0 g = Nxy,(miog) = nXYL‘(n)_(%Q(fi)) = fi e seguendo l'altro g — nxy(g) —
Gm; onxy(g) e per la naturalita dell’aggiunzione (cioe la commutativita del
quadrato) Gm; o nxy(g) = fi; cioe

GY;

e

X-->GY
nxvy(9)
Per avere che GY ¢ il prodotto dei {GY;} manca l'unicita. Sia f': X — GY
che fa commutare il diagramma e ¢ = nxy(f') : FX — Y. Ora Gmo f =
fi = nxy. (i) = nxy,(Gmio f') = moniy (f') = mog' (dove abbiamo usato la
naturalita di n~!) e dal fatto che Y & un prodotto abbiamo ¢’ = g e quindi
f'=nxv(9).
Vediamo anche i pull-back, consideriamo i seguenti diagrammi

Yy —%>pB ay %GB
s e e

vogliamo dimostrare che se il quadrato a sinistra e un pullback anche quello
a destraloe. Siano Z € €Ce~:Z — GB, : Z — GC morfismi che lasciano
il diagramma a destra commutativo; possiamo costruire i seguenti:

FZ n75(7) Z v
\ \\ \ %(5)

) a N Ga
Y —B GY —GB
nz¢(8) s
B » \Gﬁl lG’cp
\ X\
C—=D GC 5> GD

Dobbiamo dimostrare che il diagramma a destra commuta. Consideriamo il
naturality square

D(FZ,Y) % e(Z,GY)
@(F-,-x(id,a))l l@(-@-)((id,ca))
D(FZ,B) —— ¢(X,GB)

Seguendo il quadrato lungo un percorso si ottiene & — nzy () — Gaongy (&)
mentre lungo I'altro si ottiene & — aof — nzp(acf) = nzp(n,5(7)) = v e per

41



Categorie e Funtori

naturalita Gaongy (€) = . Allo stesso modo si dimostra che GGonzy (£) = 6.
Vediamo 'unicita; se w : Z — GY e tale che Gaow = v e GBlow = §
allora applicando ™! si ha 1,5(7) = 7,5(Gaow) = a o n - (w) e nya(d) =
N (GBow) = Bonyy (w) e dal fatto che il quadrato a sinistra & un pull-back
abbiamo 7,y (w) = & = w = nzy (€).

Per i nuclei si dimostra allo stesso modo. ]

Osservazione 10. Vale anche il teorema duale; vale a dire se F': € — ® ha
un aggiunto destro (cioe & un aggiunto sinistro) allora F' preserva coprodotti,
push-out e conuclei.

42



Capitolo 3

Estensioni di moduli

Definizione 28. Siano A e B A-moduli; un’estensione di A tramite B € una
successione esatta corta

0 B E A 0
Un esempio di estensione che si puo costruire per ogni coppia di moduli ¢
0O—B——A®dB—A—0
questa si chiama estensione banale.

Definizione 29. Siano A e B A-moduli; due estensioni di A tramite B si
dicono equivalenti se esiste 1) : E — E’ che fa commutare

0 B E A 0

I
:
A

0 B £ A 0

Osservazione 11. Se tale 1) esiste € un isomorfismo, per il teorema 1.

Quella appena definita ¢ una relazione d’equivalenza.

Chiamiamo E(A, B) l'insieme delle classi di equivalenza di estensioni.
Mostreremo che su FE(A, B) si puo mettere una struttura di gruppo e lo
faremo nel seguente modo; dimostreremo che E(-, ) : ML ™ x MY — G & un
funtore e costruiremo un altro funtore Ext (-,-) : 94 " x 94 — Ab. Infine
mostreremo che componendo Ext con il funtore dimenticante si ottiene un
funtore equivalente ad E(-,-); in questo modo E(A, B) eredita la struttura
di gruppo di Ext (A, B).
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FEstensiont di moduls

Esempio 12. Esibiamo due estensioni che non sono equivalenti.

0—>2-2>7—-"N7/32 0

0—>2—> 72— 5 L/3L —>0

3-

se esistesse ¢ : Z — Z che fa commutare il diagramma avremmo dalla com-
mutativita del primo quadrato che per n € Z 3n = ¢(3n) = 3p(n) e quindi
¢(n) = n. Mentre dalla commutativita del secondo avremmo [2n| = [n] che
e assurdo.

Osserviamo che nessuna delle due estensioni e banale infatti se cosi fosse
avremmo che Z = 7Z & Z/37Z che ¢ assurdo perché il secondo ha torsione.

Lemma 27. Il quadrato
Y —=A
B ®

BTX

e un pull-back se e solo se la successione

<<P,—¢>

0—v—""P4ap X

¢ esatta.

Dimostrazione. La successione & esatta se e solo se (Y, (a, 3)) € il nucleo di
(p, —1). Cioe se e solo per (v,0) : Z — A® B tale che (p, =)o (v,6) =0
esiste un unico omomorfismo 7 : Z — Y tale che (o, ) o7 = (7,0). Se e

solo se per ogni v: Z — A, § : Z — A tale che ¢ 0oy = 1) 0§ esiste un unico
T:Z — Y tale che

se e solo se il quadrato e un pull-back. Il
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Lemma 28. Se il quadrato

Y—A
ﬁJ/ lsﬁ
BTX

e un pull-back allora

(1) B induce un isomorfismo Ker o — Ker .

(2) Se 1 & surgettiva allora a ¢ surgettiva.

Dimostrazione. (1) Usiamo il fatto che conosciamo gia una costruzione espli-
cita del pull-back ed il pull-back € unico a meno di isomorfismo; percio
possiamo costruire il seguente diagramma commutativo:

z A
\ ™
o
\ (0%
B\ Y =4
I} ®
N\
BTX

Dove Z = Ker (¢, =) C A®B e ¥ ¢ isomorfismo. In particolare ¥ induce
un isomorfismo Kermy — Kera (per il fatto che € isomorfismo e che il
diagramma commuta). Ora Kermy = {(0,0) : b € B} e m15(0,b) = b e
0= (p,—1)(0,b) = p(0) —(b) = (b) = 0 cioe mp(Kerm,) C Ker.

Ora ovvio che Tpke ~, € iniettiva; infatti se 75(0,b) = 0 allora b = 0.
Ma se b € Ker ¢ allora (0,b) € Ker (¢, —¢) e quindi mg(Kerm4) = Ker .

In sostanza 7p|kerr, @ Kerma — Kerey ¢ isomorfismo e J(Kermy) =
Ker o; quindi 8 =g o9~ ! : Kera — Ker ¢ isomorfismo.

(2) Sia a € A; allora per surgettivita esiste b € B tale che ¢(a) = ¥(b)
e (a,b) € Ker (¢, —¢) = Im (o, B) (dove I'uguaglianza viene dal lemma
precedente) e in particolare a = «a(a’).

]

Lemma 29. Consideriamo il diagramma commutativo con righe esatte

/ l//

0 B—"=F' Al 0
|
0 B E A 0

v
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allora il quadrato a destra e un pull-back.

Dimostrazione. Sia P un pull-back e consideriamo:

0 B a P 2 A 0
\ 4 ‘\ 9 a \
B B~ A —=0
0 B E A 0

K

Per la proposizione precedente ¢ induce un isomorfismo tra Kere e Kerv = B
e quindi possiamo definire  : B — P in modo che il diagramma commuti
e le righe siano esatte. Per la proprieta universale del pull-back possiamo
definire ¥ : £’ — P tale che 9 o1 = £ e e 0 = v//. ¢ mantiene il diagramma
commutativo, infatti eoor’ = v'ok’ = 0 = Imvor’ C Kere e ko000 =
ok =k =vYKers O It € YKkere si cancella perché ¢ isomorfismo (lemma 28).

Allora per il teorema 1 9 & un isomorfismo. m

Come al solito vale anche la proposizione duale.

Abbiamo detto che interpretiamo E(-,-) come un bifuntore; 94" x
ML, — &. Intanto vediamo come possiamo definire il funtore (controva-
riante) E(-, B). Sia a : A” — A; dobbiamo definire una corrispondenza tra
estensioni in F(A, B) ed estensioni in F(A’, B). Consideriamo
K

0 B E—=A 0

Possiamo costruire il pull-back di (v, a):

E* - A —>0

] |-

0—>B—>E—5>A—>0

osserviamo che v/ & surgettiva per il lemma 28. Inoltre per esattezza Kerv =
me = ri 1 mma &Kery - rv. — rv ¢ isomorfismo.
I = B e per il solito lemma §ke Ker v/ Ker v ¢ isomorfismo
Quindi possiamo definire k' = f‘}(ler ok B — E“ che solleva x ottenendo il

diagramma con righe esatte.

0—>B—">Fr > g —0
|
0—>B—>E—y>A—>0
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e cosl associamo all’estensione data 1’estensione

! 1//

0 B

A 0

Osservazione 12. Consideriamo due estensioni equivalenti:

‘|

0—=B——=F—>=A—>0
B—F —A

0

K1 V1

e sia a : A' — A omomorfismo; allora se il quadrato

K—1= A

e

ET>A

e un pull-back allora lo e anche

Questo segue facilmente dal fatto che v & isomorfismo e fa commutare il
diagramma.

Proposizione 30. La definizione data di o* : F(A,B) — E(A’,B) non
dipende dal rappresentante scelto nella classe di equivalenza.

Dimostrazione. , ,
0 B——=F ——= A 0
| b
0 B——=E—=A 0
/|
0 B—Fk1——A 0
Dove (v, 0 &) € un pull-back per il lemma 29. O

Proposizione 31. E(-, B) ¢ un funtore, cioe:
(1) (14)* =1id
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(2) Sea: A" — A ed o : A’ — A sono morfismi, allora (a0 a’)* = o/* o o*.

Dimostrazione. Il primo e ovvio, per il secondo consideriamo la costruzione

allora (v",€ 0 ¢’) ¢ il pullback di (a0 o/, v) (sempre lemma 29) da cui la
tesi. [

Allo stesso modo possiamo costruire il funtore F(A,-) usando la propo-
sizione duale del lemma 28. Sia § : B — B’ e consideriamo l’estensione
0 B—rsfp—Ys4 o - Costruiamo il pushout di (k, 3) e sappia-

mo che £’ & iniettiva e che £ induce un isomorfismo £ : coKer k — coKer r’;
sia v : coKerk — A isomorfismo con v o m = v (che esiste per esattezza) e
consideriamo

E % coKernLAHO

Vol

0 B —=Ep 7z coKerw/ =——>A——>0

"= vV or : Ey — A fa commutare il seguente

definiamo v/ = Vo ¢t e v

diagramma
0 B——=FE—>A 0
|k
0 B — Eg A 0

Ma noi vogliamo far vedere che E(-,-) & un bifuntore. Osserviamo che
dati i morfismi o : A* — A e f: B — B, possiamo associare all’estensio-
ne B—-p-—Ys4 o un’estensione in E(A’, B’) in due modi:
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applicando prima E(-, B) e poi E(A’,-) o viceversa. Nel primo caso si ottiene:

K2 v2

0 B’ E, A 0
|
0 BB s 0
ok
0 B—"+>F—"+A 0
Mentre nel secondo
0 B —= B~ A 0
I
0 B —=> Fy A 0

U3

1T

0 B

Ma le due estensioni ottenute sono equivalenti; infatti consideriamo il se-
guente diagramma dove F; ed FEj; sono pull-back mentre F, ed E3 sono
pushout.

0— B ,
/
/
0 B E; / A’
B’ Es A 0

VA4

0 B E

Per la commutativita del diagramma F; — E — FE3 — A coincide con
E, — A" — A e quindi per la proprieta universale del pull-back (applicata
ad Fj) esiste un unico morfismo 9 : F; — E, tale che £y — E; — Ej
coincide con £y — E — Es3 e F; — E4 — A’ coincide con F; — A’

Perché il diagramma rimanga commutativo bisogna dire che B — E; —
E, coincide con B — B’ — E4. Chiamiamo £ la mappa B — F; — E — Ej
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FEstensiont di moduls

e 1 la mappa B — B’ — FE, — A’; abbiamo il diagramma

\\19 P
N
/
e\ E,——A
N
E3*>A

e dunque esiste un unica ¥ : B — FEj tale che £ = p o9 (dove ¢ : Ey — Ej3)
et =nod (dove n: Ey — A’) Ma dalla commutativita del diagramma
sopra ¢ facile vedere che sia B — F; — FE, che B — B’ — FE, soddisfano la
condizione e quindi coincidono.

Infine F5 e un push-out e quindi esiste un morfismo Fy — FE, tale che
a B — FEy — E; coincide con B — E, e £, — Ey — FE4 coincide con
E; — E4 e in modo simile a prima si verifica che il diagramma commuta.

In particolare le estensioni F, ed E4 sono equivalenti. Questo basta per
dire che

Proposizione 32. E(-,-) & un bifuntore I}, " x M — &.

Dimostrazione. B chiaro che E(-,-)(id,id) = id; 'unica cosa da verificare &
che E(-,-) si comporta bene con le composizioni.

Siano ap : A — A, ap : A” - A, 3, : B— B ef: B — B" Se
chiamiamo o e 3;, gli omomorfismi indotti dai funtori E(-, B) ed E(A, ) (ri-
spettivamente) allora E(-,-)((ag, 52)(aq, £1)) = Po,fr.05a] = Po,abf,05 =
E(-,)(az, B2) o E(-,-) (a1, ). 0

Osservazione 13. Se P ¢ proiettivo un’estensione

0 B E P 0

spezza e quindi e equivalente all’estensione banale; cioe per ogni modulo B
E(P, B) contiene soltanto la classe di equivalenza dell’estensione banale.

Analogamente se [ ¢ iniettivo E(A, I) contiene soltanto la classe di equi-
valenza dell’estensione banale.

3.1 1l funtore Ext

Definiamo adesso il funtore Ext : 9, * x 9} — Ab. Questo sara il primo

esempio di funtore derivato.
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1l funtore Ext

Definizione 30. Sia A un A-modulo; una presentazione proiettiva di A ¢
una successione esatta corta

0 R P A 0

con P proiettivo.

Osserviamo che ogni A-modulo ha almeno una presentazione proiettiva
perché e quoziente di un modulo libero.

Fissato un A-modulo B possiamo considerare la successione esatta (detta
successione derivata rispetto al funtore Hom(-, B))

0 — Hom(A, B) —== Hom(P, B) —“~ Hom(R, B)

e definire Ext®(A, B) = coKer p* = Hom(R, B)/u*Hom(P, B). Abbiamo
scritto Ext ¢(A, -) per indicare che Ext dipende dalla presentazione proiettiva
scelta, nel seguito facciamo cadere la € anticipando il fatto che presentazioni
proiettive diverse danno funtori Ext (A, -) equivalenti.

Sia a : A’ — A un omomorfismo e consideriamo due presentazioni
proiettive di A ed A’:

I
Iz e

0 R P’ A 0
i |
o gl o
Voo l
0 R P A 0

Poiché P’ & proiettivo esiste m : P’ — P che fa commutare il diagramma.
7w ¢ detto sollevamento di . Ma 7 induce o : R — R che preserva la
commutativita. Infatti comopy’ = aoe’op’ =0 e quindi Immopu’ C Kere =
Im 41 e possiamo definire 0 = p~t oo p.

Sia ¢ € Hom(R, B), possiamo associare a ¢ ¢/ = 1 o 0 € Hom(R', B)
e in questo modo definire 'applicazione 7* : Ext (A, B) — Ext (A4’, B) come
[¢] — [¢']. La chiamiamo 7* perché, dal momento che o & univocamente
determinata da 7, non dipende da o. Osserviamo che 7* & ben definita;
infatti sia ¢ € p*Hom(P, B), cioe 1) = po pu, allora %9 = oo = popuoo =
pomou € Hom(P', B).

Lemma 33. La mappa 7* non dipende da 7 ma solo da «.

Dimostrazione. Consideriamo

o1

18/03/08



FEstensiont di moduls

Osserviamo che eom; = aoe’ = comy e quindi Im (7 — 7)) C Kere ed esiste
T: P — Rtale che m —my = o7 equindi o (07 —03) = (m —mg) o p/ =
poTou = (per iniettivita) o1 — o9 = 70 1.

Quindi se ¢ € Hom(R, B) 7i([¢]) = [pooi] = [pooa]+ [poToy] =
[p 0 oa] = w3 ([i0]). O

Per enfatizzare 'indipendenza da 7 scriviamo o* = («; P', P) = 7*.
Proposizione 34. Ext (4,-) ¢ un funtore covariante 9, — Ab.
Dimostrazione. Sia 3 : B — B’ omomorfismo e

0 R—1Esp—=s4 0

presentazione proiettiva di A. § induce un omomorfismo f, : Hom(R, B) —
Hom(R, B’), inoltre se p o u = p*(p) € p*(Hom(P, B)) allora f.(¢ o u) =
Bopopu=p (Bop)equindi 5,(u*(Hom(P, B))) € p*(Hom(P, B')). Quindi
0, passa al quoziente ed induce un omomorfismo

B, : Hom(R, B)/u*Hom(P, B) — Hom(R, B")/*Hom(P, B').

-~

:EX?Jr(A,B) =Ext (4,B")

Se abbiamo i morfismi 1 : B — B’ e $y : B’ — B" & chiaro che (B20B1)s =
Ba, © 1, (perché ¢ vero per Hom(R,-)) ed ¢ anche chiaro che id, =id. [

Proposizione 35. («; P/, P) & una trasformazione naturale tra i funtori
Ext (4, -) ed Ext (A, ).

Dimostrazione. Non c’¢ niente di complicato; sia 3 : B — B’ omomorfismo,
consideriamo il seguente naturality square

Ext (A, B) —2~ Ext (A, B)

g |s

Ext (A, B") —=Ext (A", B)

OLB,

Sia [¢)] € Ext (A, B), seguendo il quadrato da un lato si ottiene f.a%([¢)]) =
B«([tpoa]) = [Borpor] mentre seguendolo dall’altro lato si ottiene oy B ([¢)]) =

ap([foy]) =[Boyoa]. =

Siano ay : A — Aed oy : A" — A’ morfismi e siano date le presentazioni
proiettive P', P’ e P rispettivamente di A", A’ ed A; ¢ chiaro che (ay o
oy, P",P') = 7* o5 da cui

(ag; P, P)(ay; P, P) = (oy 0 ag; P", P)
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1l funtore Ext

ed e anche chiaro che
(143 P, P) = gyt 4,
Percio anche Ext (-, B) & un funtore (controvariante).

Se invece abbiamo due presentazioni proiettive diverse di A, P e P,
possiamo considerare la trasformazione naturale (14, P, P).

Proposizione 36. Siano

0 R P—=A 0

/

0 R P—A 0
presentazioni proiettive di A. Allora

(14; P, P) : Ext*(4,-) — Ext E/(A, )

e un’equivalenza naturale.

Dimostrazione. Sappiamo gia che e una trasformazione naturale; l'unica cosa
che c’e da dire e che ogni componente e un isomorfismo. Ma per quanto
osservato prima abbiamo che per ogni A-modulo B (14, P, P')(14, P', P) =
IExt-(ap) © (14, P, P)(14, P, P') = Ipxte(ap da cuila tesi. O

Diremo che Ext (A, ) non dipende dalla presentazione proiettiva scelta
nel senso di questa proposizione.

Teorema 37. Ext (-, -) & un bifuntore controvariante nella prima variabile e
covariante nella seconda.

Dimostrazione. Siano ora o : A’ — A e : B — B’ omomorfismi. Possiamo
costruire un morfismo Ext (A, B) — Ext (4’, B’) in due modi:

Ext (A, B) Ext (A, B')

Ext (A’, B)

ma questo & esattamente il naturality square visto prima (un po’ storto) e
quindi i due lati del quadrato inducono lo stesso morfismo che chiamiamo
(a, B).. )

Se abbiamo i morfismi ay : A — A, ap : A — A, p, : B —- B,
B2 B — B" allora (a2, B2)«0(a1, 1)« = 50 ,007001, = azoaiofy,of, =
(a1 0 ay, By 0 B1)s. O
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Nel teorema seguente componiamo il funtore Ext con il funtore dimenti-
cante e, con un abuso di notazione, chiamiamo il funtore ottenuto Ext .

Teorema 38. C’¢ un’equivalenza naturale 7 tra i funtori E(-,-) ed Ext (-, -).

Dimostrazione. Dobbiamo definire 1 in componenti; percio fissiamo A e B
A-moduli, P una presentazione proiettiva di A; fissiamo un’estensione in
E(A, B) e consideriamo il diagramma:

I €

0 R P

|
\ N
0 B——F—A 0

Come al solito esiste 7 che solleva 'identita e 7 induce una 1 che mantiene
il diagramma commutativo. Definiamo nsp(FE) = [¢)]. Dobbiamo verificare
che

(1) la definizione non dipende da 7 e che
(2) non dipende dal rappresentante scelto nella classe di equivalenza in E(A, B).

Per il primo punto osserviamo che se 7’ & un’altro omomorfismo che solleva
I'identita allora, come abbiamo fatto in precedenza, costruiamo 7 : P — B
tale che m — 7’ = k7 e quindi ¢ — ¢’ = T e [¢] = [¢']. Forti di questo
fatto & ovvio che [¢)] non dipende dal rappresentante scelto nella classe di
equivalenza in E(A, B).

Mostriamo che n ¢ naturale in B; sia  : B — B’ morfismo, sia F
un’estensione in F (A, B) e consideriamo il seguente diagramma dove abbiamo
fissato una presentazione proiettiva di A.

0 R—t>p—>4 0
@ 7

0 B E A 0
B 13

0 B’ hoi A 0
. y

0 R——=P—A 0

applicando prima FE(A,-)(5) e poi nap si ottiene [¢)], mentre applicando
prima n4p e poi Ext (A,-)(5) si ottiene [3 o ¢]. Ma sappiamo che [¢)] non
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1l funtore Ext

dipende dal sollevamento dell’identita scelto, percid possiamo prendere 7’ =
£ o7 e quindi, poiché v & univocamente determinata da 7', avere ¢ = o .
Adesso mostriamo la naturalita in A. Consideriamo il seguente diagram-

ma
0 R / P / A 0
0—F P’ A
| |
]
| |
0] B : E A 0
|
| / | / /
v v @
0 B E Al 0

dove E; ¢ un pull-back. Se dimostriamo che esistono i morfismi P" — E; ed
R’ — B che fanno commutare il diagramma I’elemento ottenuto applicando
prima E(-, B)(«) e poi nap ¢ il morfismo R' — B e coincide con il mor-
fismo R" — R — B che & l’elemento ottenuto applicando prima n4p e poi
Ext (-, B)(a).

Osserviamo che per costruzione i morfismi P/ — P - F — Ae P —
A’ — A coincidono, percio per proprieta universale del pull-back esiste un
unico morfismo P’ — E; tale che P — E|, — FE coincide con P/ — P —
Ee P — E;, — A coincide con P’ — A’. Inoltre P — E; determina
univocamente il morfismo R’ — B e sapendo che questo coincide con R' —
P — E; — B eche R — B coincide con R —- P — E — B (dove ¢
possibile percorrere le frecce in senso inverso) e sfruttando le relazioni di
commutativita gia presenti si ha che il diagramma commuta.

Questo basta per dire che n ¢ una trasformazione naturale di bifuntori.
Inoltre osserviamo che prendendo nel diagramma precedente A’ = A, o = idy
e P’ # P si ha che nap non dipende dalla presentazione proiettiva scelta di
A.

Per mostrare che n ¢ un’equivalenza costruiamo una sua inversa &4p :
Ext (A, B) — E(A, B). Fissiamo una presentazione proiettiva di A e consi-
deriamo [¢] € Ext (A, B). Costruiamo il push-out di (u,):

P——=A 0

poiche « induce un isomorfismo tra coKer pu e coKer 3 possiamo definire
in modo che il diagramma commuti (come abbiamo gia fatto in precedenza).

95



FEstensiont di moduls

In questo modo associamo a 1 una estensione in E(A, B) ma dobbiamo
verificare che questa costruzione e indipendente dal rappresentante scelto
in [¢]. Sia ¢ = 9 + 7 o p un altro rappresentante in [¢] allora Gy’ =
B+ P = ap+ Bt = (a+ 7)) e quindi il seguente diagramma commuta
(dove o = av+ 7).

0 R—1Esp—=s4 0
e
0 B—5=Y —~A 0

e per il duale del lemma 29 il quadrato a sinistra e un push-out ed otteniamo
la stessa estensione.

&ap € linversa di n4p infatti dal fatto che il diagramma precedente e
commutativo abbiamo che n4p associa all’estensione Y l'elemento [¢p] €
Ext (A, B); mentre se abbiamo un’estensione in F(A, B) per il duale del
lemma 29 il seguente diagramma e un push-out

I

0 R P—=A 0
A

o]
0 B E
e quindi {ap(nap(E)) = ap(¥) = E. 0

Esempio 13. Verifichiamo che lo zero in E(A, B) ¢ la successione che spezza.
Lo 0 in Ext (A, B) viene indotto da un morfismo ¢ : R — B tale che ¢ = 1oy
cont: P — B:

0 B—>Y —>A 0

Costruiamo un push-out (¢, k) e la mappa v come al solito. Possiamo definire
un’inversa destra 0 : A = Y; (¢ — k7)) = 0 = Kere = Im o C Ker (¢ — k7)
e quindi possiamo definire o tale che 0e = ¢ — k7. Ora voe = vy — VKT =
vp =¢c e quindi (vo —ida)e =0e A =Ime C Ker (vo —ida) = vo = idy
cioe o ¢ un’inversa destra di v e la successione spezza.

Calcolo di alcuni Ext

Esempio 14. Calcoliamo Ext (Z/4Z,7/AZ). Una presentazione proiettiva di
LIAZ & 7Y 7./A7, 0 - Applicando Hom otteniamo

0 — > Hom(Z/4Z, Z./AZ) —— Hom(Z, Z,/AZ) *' Hom (2, Z,/47.)
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Sia ¢ € Hom(Z,Z/AZ) con ¢(1) = [a] allora (4-)*(¢)(1) = [4a] = 0 e quindi
(4-)* & Papplicazione nulla ed Ext (Z/47,7/47) = Hom(Z,Z/AZ) = Z/AZ.

Sappiamo allora che ci devono essere quattro (classi di equivalenza di)
estensioni; elenchiamole

(0) L’estensione nulla & quella che spezza:

0 —> ZJAZ —> ZJAZ & Z.JAT —> 7.JAZ — ()

(1) Un’altra estensione immediata ¢

[a]—[4a

0——2/42" % 67 =~ 7/42 — >0

ci chiediamo quale elemento sia in Ext (Z/4Z,7/4Z) = 7/AZ, vediamo
la sua immagine attraverso 1z/47.7,/4z.

0 72— 7 —">7/A7—0

b

0 —=Z/AZ —> 7)16Z —= Z,/AZ — 0

¢ deve sollevare l'identita, quindi possiamo prendere la proiezione al
quoziente ¢(m) = [m]ig. ¥ quindi deve far commutare il diagramma,
cioe deve essere [41(n)]16 = ¢(4n) = [4n]i6. e quindi ¢(n) = [n],4 va bene
e l'estensione data corrisponde ad 1 nell’isomorfismo Hom(Z, Z/4Z) =
7,47,

(2) Vogliamo costruire I’estensione che corrisponde a 2, cio¢ all’omomorfismo
Y . 7 — 7 /A7 definito da ¥ (n) = [2n]4; vediamo la sua immagine tramite
§z/42,2)42.-

0 7.y 747 —>0

|

Costruiamo il pushout di (4-,%) e la mappa v come al solito. Ma noi
conosciamo una costruzione esplicita del pushout in M: YV = (Z @
Z/4Z) /T (4, =) = (ZSL/AZ)/((4,[2])) = (ZSL)/((4,2), (0,4)). Ora
((4,2),(0,4)) = ((8,0),(4,2)) = (8(1,0),2(2,1)) ed {(1,0),(2,1)} & base
di Z&Z. Quindi Y = (Z6Z)/((8,0),(0,2)) = Z/8ZBZ/27Z e I'estensione
2¢

0 —> Z/4AZ —= /8T ® L./27, — L./AZ — ()
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(3) Calcoliamo 'estensione 3; come nel punto precedente si costruisce il push-
out della mappa ¢ : Z — Z/4Z,1 — 3 e l'estensione corrispondente
e
0—=Z/AL —Y —=7/A7 —0
dove Y = (Z&Z/AZ)[((4, —[3])) = (Z&Z/AZ)/((4,[1])) = (Z&Z)/((0,4), (4
e ((0,4), (4,1)) = ((16,0), (4, 1)) e come prima ¥ = (Z&7Z)/{16(1,0), (4, 1))
Z7/16Z.

Ovviamente 'estensione ottenuta non potra essere equivalente a quella
corrispondente ad 1.

1))

e 3

Esempio 15. Calcoliamo Ext (Z/8Z,7./127); la presentazione proiettiva di
Z/SZéla solita 0 7 8 7, Z/SZ >() -

Ext (Z/87,7/127) = Hom(Z, Z/12Z) /Im (8-)* = Z /4.
Le estensioni sono E = (Z @ Z/12Z)/Y dove
(0) Y =(8,0)=FE=Z/8Z®7Z/12Z,
(1) Y = (8,
(2) ¥ = ((8,
(3) Y = ((8,
Lemma 39. (1) Ext (®,e4;, B) 22 [, Ext (4;, B);
2) Bxt (A, TLe, Bi) = [T, Bxt (4, By).

Dimostrazione. (1) Per ogni A; scegliamo una presentazione proiettiva

1)) = E = 7.,/967,

[

1])
2))) = E > ZJA87. & 7./2Z,
3))) = E ~ Z/32Z & Z/3Z = 7./ 96 L.

Passando alle somme otteniamo una presentazione proiettiva

00— Bicr IR £ Bier P, —— @1 A —0 .

Consideriamo il seguente diagramma commutativo in cui le frecce verti-
cali sono isomorfismi:

Hom (®ic; Py, B) —> Hom (®cr R;, B)

! |

Hiel Hom(Pi> B) — Hiel Hom(Riv B)
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Allora Ext (€ie;A;, B) = (Hom (@R, B)) / (w*Hom (@1 P, B)) =
(Hiel Hom(Ri,B)) / (y [Lc; Hom(Pi,B)) [L,c; Hom(R;, B)/p;Hom(F;, B) =
[Lic; Ext (A, B).

(2) Prendiamo una presentazione proiettiva di A

m

0 R pP—= 0

allora Ext (A, [[;c; B;) = Hom(R, [[,c; Bj)/wHom(P, I[;c; B;) =
(IT;c, Hom(R, By))/(I];c; 1" Hom(P7 Bj)) = [1,;c, Hom(R, B;)/Hom(P, B;) =
HjGJ EXt (A, B])

s

O
Parlando di gruppi abeliani quindi abbiamo

(1) Ext(Z,Z/mZ) = (0) ed Ext (Z,Z) = (0) perché Z ¢ libero e le estensioni

spezzano.
(2) Ext(Z/mZ,Z) = Z/mZ.
(3) Ext (Z/mZ,Z/nZ) = 7/(n,m)Z.

Questi fatti insieme al lemma precedente (ed al teorema di struttura) danno
il seguente

Corollario 40. Se A ¢ un gruppo abeliano finitamente generato allora A e
libero se e solo se Ext (A,Z) = 0.

In generale A libero < (Z ¢ PID) A proiettivo < ogni successione

0 K L A 0

spezza. Ma per il corollario precedente se A ¢ finitamente generato basta
controllare le successioni con K = Z.

In generale A libero = Ext (A,Z) = (0) ma il viceversa ¢ argomento di
ricerca. Comunque esiste il seguente

Teorema 41 (Stein-Serre). Se A ¢ un gruppo abeliano di rango numerabile
allora Ext (A,Z) = (0) = A libero.

Se invece A & un gruppo abeliano finito (sempre per il teorema di strut-
tura) Ext (A,Z) = A.

Osservazione 14. Sia (7, /m7 — > f — > 7,/nZ — () ¢ esattaed (m,n) =

1 allora Ext (Z/nZ,Z/mZ) = (0) e quindi la successione spezza.
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Ext con gli iniettivi Possiamo costruire il funtore Ext anche usando le
presentazioni iniettive. Una presentazione iniettiva di un modulo B & una

sequenza esatta

0 B-—Yt-7-"s5 0

Con [ iniettivo (esiste sempre perché sappiamo che ogni modulo si immerge
in un modulo iniettivo). Questa induce una successione esatta:

0 —= Hom(4, B) —2~Hom(A, I) —~ Hom(A, 5)
e definiamo mi(/l, B) = coKern, Si dimostra che Ext (-,-) & un bifuntore

ed ¢ equivalente ad Ext (-, -).

Proposizione 42. Se un gruppo abeliano A ha torsione allora Ext (A, Z) #
0.

Dimostrazione. Consideriamo una presentazione iniettiva di Z

0 Z Q Q/zZ 0

e

A<—<a)

]

esia a € A di ordine finito ed i : (a) — A immersione. Esiste ¢ : (a) — Q/Z

omomorfismo non nullo (ad esempio p(a) = ﬁ) e per iniettivita ¢ si estende

ap:A—Q/Z.
Ora un omomorfismo « : A — Q & necessariamente nullo perché A ha
torsione e quindi [¢] # 0. O

Quindi se A ¢ un gruppo abeliano ed Ext (A,Z) = (0) allora A non ha
torsione.

3.2 Prodotto tensore e funtore Tor

Definizione 31. Siano A un A-modulo destro e B un A-modulo sinistro; il
prodotto tensore A ®, B & definito come il quoziente del gruppo abeliano
libero sui simboli a ® b con a € A e b € B con le relazioni:

(a1 +a2) @b = (a; ®b) + (a3 ® b)
a® (by+b)=a®b +a® by
aA®@b=a® N\b.
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Osservazione 15. Se consideriamo A rispettivamente come A-modulo destro
e sinistro possiamo definire le applicazioni

ARyB— B, Ad)z2A—A

date da A ® b — Ab e a ® A — aA che risultano essere isomorfismi; infatti le
loro inverse sono rispettivamente b — 1 ® be a+— a ® 1.

Osservazione 16. Un omomorfismo o : A — A’ induce un omomorfismo
a,: ARy B — A’ @, B definito da a,(a ® b) = a(a) ® b e analogamente un
omomorfismo ( : B — B’ induce un omomorfismo 3, : A @y B — A @, B’
definito da f.(a ® b) = a ® G(b). In questo modo - @ B : M} — Ab e
ARy - smlA — b sono funtori covarianti, inoltre - ®, - € un bifuntore.

Teorema 43. Per ogni A-modulo destro A il funtore A ®, - : MY, — Ab ¢
aggiunto sinistro del funtore Homgz(4,-) : 2lb — M.

Dimostrazione. Dobbiamo definire ’equivalenza naturale n tra i due funtori
in modo che il seguente diagramma commuti:

Homyz(A ® B, G) —2£ Homy (B, Homz (A, Q))
Homz(A@,-)(ﬁ)l iHomA(»Homz(A,-))(ﬁ)
Homz(A ® B', ") ——= Hom, (B’, Homz(A, G))

dove ¥ = (Vp: B' — B,Vg : G — G’). Sia ¢ € Homz(A ® B, G), definiamo
(mec(¥)(b))(a) = Y(a®b). Per dimostrare che 1 € un’equivalenza costruiamo
un’inversa . Sia ¢ € Homy (B, Homy(A, G)), definiamo £pa(p)(a ® b) =
¢(b)(a). Ora&pa(npa(v))(a®b) = npe(¥)(b)(a) = Y(a®@b) = Epconpe = id
e anche 156 (Eaa(9))(0)(a) = Epa(p)(a @ b) = ¢(b)(a) = npc © Epc = id.
Verifichiamo la naturalita di n. Siano : B’ = B, v: G -G e : A®
B — G allora (B,7). (156(1))(#)(a) = yonsa () (3))() = 1((a®5(1)))
mentre npicr ((0,7)«(¥)) V) (a) = (5,7)«(¥)(a @ V) = y(¥(a @ S())). O

Corollario 44. Siano {B;};c; € M ed A un A-modulo destro; allora

(1) A®r (®jesBj) = ®jes(A ®@p Bj) (perché il funtore A ®, - preserva i
coprodotti).

(2) Se pr B B 0 ¢ una successione esatta di A-moduli sini-
stri allora

ARpyB —= Ay B—= A@, B —0

e esatta (perché A ®, - preserva i conuclei).
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Osservazione 17. L’esattezza a sinistra non vale; infatti consideriamo

0 7-2>7 Z)pZ —=0

e sia A = Z/pZ. Allora possiamo costruire il seguente diagramma in cui le
frecce verticali sono gli isomorfismi gia introdotti e [m] ® [n] — [mn] & un
isomorfismo Z/pZ ® Z/pZ — L] pZ:

Z/pL. QL7007 @ L —TL)pZ @ L)pZ —0

| | |

Z/pZ Z/pZ Z/pZ —— 0

o
Ma u([n]) = [pn] = 0 non ¢ iniettiva.

Definizione 32. B € M, si dice piatto se per ogni successione esatta corta
di A-moduli destri ( A A A" 0 la successione

0—A®B—A®B—A"9 B—0
¢ esatta.

C’¢ una definizione analoga per i A-moduli destri. Osserviamo che B €
M, & piatto se e solo se per ogni morfismo iniettivo 0—> A — > all
morfismo indotto - A ® B - A ® B ¢ iniettivo.

Teorema 45. Ogni modulo proiettivo ¢ piatto.

Dimostrazione. Sia P un A-modulo proiettivo, allora P e addendo diretto di
un modulo libero, cioe P& P, = F' con F' libero. Siccome il prodotto tensore
conserva le somme la successione

AQF—AQF —A"@ F—0
equivale a
(AeP)eAehP)—(AeP)8 (A0 P) —(A"@P)@ (A" ® P) —0

e dunque basta dimostrare la tesi per i moduli liberi. Ma F = @®;c/A ed
ancora basta dimostrare la tesi per F' = A. Infine possiamo considerare il
diagramma dove le frecce verticali sono gli isomorfismi noti

ARN—ARN—A"0 A—0

R

0 A A A” 0

equindi g/ g A —= A @ A © iniettiva. Il
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Proposizione 46. Se A ¢ un dominio ad ideali principali, un A-modulo M
e piatto se e solo se e libero da torsione.

Dimostrazione. (=) Qui basta che A sia un dominio d’integrita. Sia M un
A-modulo sinistro con un elemento di torsione; cioé supponiamo che
esistano m € M ed a € A tali che a # 0, m # 0 e am = 0. Allo-
ra consideriamo la successione (dove consideriamo A come A modulo
destro)

0 A—"=A AJ{a) —=0

Osserviamo che a- € iniettiva perché A ¢ un dominio. Applicando - ® M
otteniamo la successione

0—= A M2 ANo M —=Afl) oM ——0

Ma () ®id:1®@m—a®@m=1®am =180 =0 e quindi non ¢
iniettiva.

(<) Sia M A-modulo sinistro libero da torsione e consideriamo la solita
successione esatta

)

0 A

esia AA@M 3> (a,®@b;) — > (pal) ®b;) =0con > (a; ®b;) # 0
(attenzione! non vanno considerati solo i tensori semplici a ® b).

A A” 0

Visto come elemento del gruppo libero abeliano sui simboli a ® b allora
> (p(ah) ®b;) € somma finita di relazioni e dunque esistono i moduli
finitamente generati Ag C A, Ay C A" e By C /B'\tali che (a}) C Aj,
<Q0(CL;)> - Ao, <bl> - BO e Z(QO(CL;) & bz) = 0 anche in Ao & B().

Allora la successione

0 Ay —= Ay Ao/p(Af) —=0

¢ esatta ma 4/ @ B, @LAO ® B, non ¢ iniettiva. Pero, se A ¢ un

dominio ad ideali principali, un A-modulo finitamente generato e libero
da torsione e libero (vedi esercizio seguente) e quindi piatto; da cui
I’assurdo.

O

Esempio 16. Se A & un anello commutativo e S C A e moltiplicativamente
chiuso, allora S7'A & un A-modulo piatto; infatti per ogni A-modulo M
ST'A® s M = S~'M e sappiamo che il funtore S~ : M4 — M4 ¢ esatto.
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Osservazione 18. Q ¢ piatto (perché ¢ uno Z-modulo libero da torsione,
oppure perché & una localizzazione di Z) ma non ¢ libero.

Esercizio 8. Sia A un dominio ad ideali principali ed M € 9t libero da
torsione e finitamente generato, allora M ¢ libero.

Dimostrazione. Sia {y1,...,Yym} un insieme di generatori e sia {vy,...,v,}
un suo sottoinsieme linearmente indipendente massimale. Allora esistono
aq 7é 07 blly ey bnl tali che

aryi + bi1vy + ba1va + -+ + byyv, = 0,
ed analogamente per ogni ¢ = 1,...,m esistono a; # 0,by;, ..., by; tali che
@iy + bivr + by + -+ - + bpivn, = 0.

Sia a = ajay---ay; allora g, p7 %, jr¢ iniettiva perché M ¢ libero
da torsione inoltre aM C (vy,...,v,) = A" dove I'ultimo isomorfismo viene
dal fatto che vq,...,v, sono linearmente indipendenti. Allora M = aM &

sottomodulo di modulo libero e dal fatto che A e ad ideali principali abbiamo
che M e libero. Il

3.2.1 1l funtore Tor
Sia A un A-modulo destro e B un A-modulo sinistro,

"

0 R P A 0

una presentazione proiettiva di A; allora

RB-Y~P®B—>A®B—=0

¢ esatta. Definiamo Tor (A, B) = Ker ju,.
Tor (A, ) : M, — Ab & un funtore covariante; sia ¢ : B — B’ omomorfi-
smo, consideriamo

Tor (A,B) —= R® B
|
©x | 1dQ@¢p

v
Tor (A,B") — R® B’

Osserviamo che (u®idp ) o (idr ® ) = (idp ® p) o (L ®idg) (perché 'ugua-
glianza vale sui generatori di R ® B) e quindi (idg ® ¢)(Ker u,) C Ker p, e
idr ® ¢ induce una mappa ¢, : Tor (A, B) — Tor (A4, B').
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Se invece consideriamo una presentazione proiettiva di B

0 S —=Q B 0

abbiamo ancora che la successione
ARS—>A®Q—=A®B—=0

¢ esatta e possiamo definire Tor (A, B) = Kerv*. Anche qui Tor (-, B) ¢ un
funtore covariante.

Definizione 33. Sia

un quadrato commutativo. Definiamo Ker ¥ = Ker ¢ o a/(Ker a + Ker ) e
Im¥ = (ImpNImg)/Im(poa).

Lemma 47. Siano

F/ a1 P a2 F//

Sﬂll 3 ‘Pl 3o J/cp”

/ - - "
A B1 A B2 A
dove le righe sono esatte. Allora Im ¥; & Ker Y.

Dimostrazione. Dobbiamo dire che Ker ¢ o ay/(Ker ay + Ker ) 2 (Im ¢ N
Im By)/Imp o ;.

Osserviamo che se v € Ker ' o ay allora B, 0 p(7) = ¢ o ay(y) =0 =
o(Ker @' o az) € Ker 5y = Im B = ¢(Ker ¢ o az) € ImpNImpG;. Ma se
@ = ¢(3) = (@) allora " 0 as(y) = B0 (1) = s 0 A(a’) = 0 ¢ quindi
e(Kerp oag) =ImpNImpg,.

Siam:ImeNImF — (Imp NImfG;)/Imy o a; proiezione al quoziente.
E chiaro che Ker as + Keryp = Ima; + Kerp C Kerm o ¢; sia invece vy € I’
tale che p(v) = poay(7), allora vy =v—an(y) e Kerpey=7m+a1(v) €
Ker ay 4 Ker ¢, da cui Ker aps + Ker ¢ = Kerm o ¢.

Percio ¢ induce un isomorfismo ¢ : Ker 3y — Im ;. [

Proposizione 48. Tor (A, B) = Tor (A, B).
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Dimostrazione. Consideriamo

0
0 Tor (A, B)
35
R S—R®Q R® B——0
Y3 Y4
0 PRS—P®Q P®B 0
l Y1 Y
0—Tor(A4,B) —A®S—A®Q A®B 0
0 0 0

Dove la colonna centrale e esatta perché () & proiettivo e la riga centrale
e esatta perché P e proiettivo e i quadrati commutano perché - ® - € un
bifuntore. Allora Im>; & Ker Yy =2 Im Y3 = KerYy & Im 5. Ma Im Y5 =
Tor (A, B) e Im X, = Tor (4, B). O

Esercizio 9. Sia B un gruppo abeliano; allora
Tor (Z/mZ, B) = Tor,,(B) ={b€ B : mb=0}.

Tor,,(B) ¢ la parte di m-torsione.

Dimostrazione. Sia () 7 "7 Z./mZ — la solita presentazio-

ne proiettiva di Z/mZ. Allora

m®id

0 — Tor (Z/mZ,B) —7Z® B——7 ® B—Z/mZ ® B—0

Tor,,(B) B B B/mB

m-

0 0

dove le righe verticali sono isomorfismi. O]

FEsercizio 10. Sia R un anello commutativo ed r € R un elemento non divisore
di zero, B un R-modulo sinistro, allora Tor (R/(r), B) = {b€ B : rb =0} la
parte di r-torsione.
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Si dimostra come 'esercizio precedente considerando la successione (dove
- € iniettiva perché r non ¢ zero divisore):

r.

0 R R R/(r)—=0

Osservazione 19 (Importante). Possiamo calcolare Tor anche con le presen-
tazioni piatte. Si definisce il funtore Tor e si dimostra equivalente al funtore
Tor con lo stesso diagramma della proposizione 48, dove la colonna centrale
rimane esatta perché la presentazione e piatta.

FEsercizio 11. Sia B un gruppo abeliano allora Tor (B,Q/Z) = T(B) ¢ il
sottogruppo di torsione.

Dimostrazione. Consideriamo la presentazione piatta

0 7 —~>Q—-Q/Z 0

e quindi la successione esatta
0——=Tor(B,Q/Z)—>B®7—>BQ—>B®Q/Z—=0

Se S = Z\{0} allora B ®7 Q = S™!'B tramite b ® L %b ed abbiamo il
diagramma commutativo

0—=Tor (B,Q/Z) —=B®Z—->B®Q

L

B =SB
dove j(b) = 2. Se b € T(B) ed n € Ann(b) allora 2 = 22 = 8: viceversa se
b € Ker j allora % = % ed esiste n € Z tale che n(b—0) =nb = 0. [
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Capitolo 4

Funtori derivati

4.1 Complessi

Definizione 34. Sia A un anello con unita. Un A-modulo graduato € una
famiglia A = {A, }nez di A-moduli.

Chiamiamo 9% la categoria dei A-moduli graduati. Un morfismo di A-
moduli graduati di grado k tra A = {A,}nez € B = {B,}nez © una famiglia
© = {pi tiez di omomorfismi @; : A; — Byy;.

Definizione 35. Un complesso di catene € dato da un A-modulo graduato
C = {C)}nez ed un morfismo 9 = {9, }nez € ME(C, C) di grado —1 tale che
0od=0.

Un morfismo di complessi tra (C' = {Cp}nez, 0 = {On}nez) ¢ (D =
{Dy}nez, @ = {00 }nez) & un morfismo di A-moduli graduati ¢ € M%(C, D)
di grado 0 tale che il seguente diagramma commuti:

On

On — = Un-1

%l =

Dn — Dn—l
On
Possiamo quindi definire la categoria Comp, dei complessi su A.

4.1.1 Categorie additive

Definizione 36. Una categoria U si dice additiva se

(0) Ha I’elemento 0,
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(1) ogni coppia di oggetti ha un prodotto,
(2) VA, B € 4 {U(A, B) ¢ un gruppo abeliano,
(3) la composizione (A, B) x U(B,C) — U(A, C) ¢ bilineare.

M ed MY sono categorie additive. Anche Comp, ¢ additiva ma ML non
¢ additiva, anche restringendosi ai soli morfismi di grado k. Comunque 9%
e additiva se ci si restringe ai morfismi di grado 0.

Nelle categorie additive prodotti e somme si comportano come in 9.
Introduciamo la seguente notazione se A x B e un prodottoed a: Z — A, 3 :
Z — B sono morfismi indichiamo con {«, #} : Z — Ax B il morfismo indotto
da a e 5. Analagamente se A® B e una somma direttaeyA — Z,6 : B — Z
sono morfismi indichiamo il morfismo indotto come (v,9) : A® B — Z.

Sia $ una categoria additiva ed A, B € . Chiamiamo iq = {id,04p} :
AﬁAXBediB:{OBA,Z.dB}ZB—>AXB.

Osservazione 20. Se my : AXx B — Aeng: AXx B — B sono proiezioni,
allora iA OTA —|—ZB oTmp = idAxB-

Infatti, usando il fatto che la composizione ¢ bilineare si ha: w4 o (i4 0
Ta+igomp) =mp0ig0mg+maoigong =idgaoms+0gaomp =4 € allo
stesso modo mpo (ig0ma +igomp) = mp e poi si usa la proprieta universale
del prodotto (unicita).

Osservazione 21. Per ogni A, B € il il morfismo O4p € lo 0 del gruppo
abeliano 4U(A, B).

Dimostrazione. Osserviamo che Hom(A,0) = {04} = (0) e Hom(0, B) =
{08} = (0) sono gruppi banali e per bilinearitad 045 = 0% 004 & lo zero del
gruppo (A, B). O

Proposizione 49. Se { ¢ una categoria additiva e A, B € { allora A x B
¢ il coprodotto di A e B con le inclusioni iy = {ida,045}: A — A X B ed
iB = {OBA,’idB} :B— AxB

Dimostrazione. Consideriamo
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Definiamo (7, d) : Ax B — Z come (7,0) = yoma+domg. Questo morfismo
mantiene il diagramma commutativo, infatti (7,d) oiy = yomg0is+J o0
Tpois=7vy0idy+ 00045 = ed allo stesso modo (v,d) oip = 4.

Resta da vedere 'unicita. Se ¥ : Ax B — Z ¢ un altro morfismo che man-
tiene il diagramma commutativo, allora (usando 1’osservazione precedente)
¥ =o(igoma+tipong) = Voigomy+doigong = yomy+domg = (y,0). O

Osserviamo che, dal fatto che m4 oip = Oga € m4 014 = td4 abbiamo
ma = (ida,0p4) e analogamente 7p = (04p,idp).

Osservazione 22. Se {¢,} : A — B x C e (y,0) : Bx C — D, allora
(v:0) e {9} =vop+doy.

Dimostrazione. (y,0)o{p, v} = (yomg+dome)o{p, v} =~vompo{p, ¥} +
domcof{p, v} =yop+idov. O

Definizione 37. Un funtore additivo € un funtore F': 4 — s, tra categorie
additive tale che per ogni A,B € ; F : (A, B) — Uy(FA FB) ¢ un
omomorfismo di gruppi abeliani.

Proposizione 50. Un funtore F': i{; — i, tra categorie additive e additivo
se e solo se preserva le somme di due oggetti se e solo se preserva i prodotti
di due oggetti.

Dimostrazione. Dimostriamo che se F' preserva i prodotti allora preserva
le somme. Siano A, B € $l;, per ipotesi F(A x B) & un prodotto con le
proiezioni F'ry, Frp; inoltre sappiamo che F(A x B) ¢ una somma con le
inclusioni ipq = {idpa,0parp} € irp = {idrp,0rpra}. Percio basta dire
che FOap = Oparp € per questo e sufficiente che sia F0y, = Og,.

Osserviamo che se ¢ : C' — A e ¢ : B — C sono morfismi, allora per
bilinearita della composizione vale 045 0 ¢ = Ocp e ¥ 0045 = 04¢ (questo &
vero in ogni categoria con 0).

Ogni A € i, puo essere considerato come il prodotto A x 0 con le proie-
zioni w4 = idy e my = 04. Infatti per ogni morfismo ¢ : B — Ae¢: A— B
i seguenti diagrammi commutano
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Allora FA ¢ il prodotto F'A x F0 e possiamo costruire il seguente (dove ¢ ¢
I'unico morfismo A — 0)

FA

OFoFA
g

eidpg = Fpo) = FipoOpgra = Opgro. Percio per ogni morfismo ¢ : B — F0
siha ¢ = idpgop = Opgroop = Opro ed F'0 & terminale e per ogni ¢ : F'0 — B
si ha @Y =@o idpo = Yo OFOFO = OFOB ed FO e iniziale.

Adesso dimostriamo che se F' preserva le somme allora F' : i, (A, B) —
Wy (FA, FB) é omomorfismo. Siano ¢,9 : A — B, allora ¢ + 1 = (p,v) o
{ida,ids} e quindi F(p + 1) = (Fo, F) o {idpa,idrpa} = Fp + F.

Infine per mostrare che se F' ¢ additivo allora preserva i prodotti basta
vedere che

{Fra,Frg}: F(Ax B) — FAX FB

¢ un isomorfismo e lo facciamo mostrando che Fiy o mpa + Fig o mpp
FAx FB — F(A x B) ¢ la sua inversa. Infatti
{Fra,Frp}o(Figaompa+ Figonrp) =
{Fra, Frgto Figompa+ {Frma, Frg}o Figonpg =
{F(racia), F(rpoip)}ompa+{F(macip), F(rpoip)}ompp =
{idpa,0} o mpa +{0,idrp} o Tpp = ipA © Trpa +ipp © Trp = idpAxFB.

ed anche

(Figomg+ Figompg)o{Fma, Frp} =
FiAOWAO{Fﬂ'A,Fﬂ'B}+FiBO7TBO{F7TA,F7TB}:
F’iAOFﬂA—FF’iBOFWB:F(iAOWA+iBO7TB)IF(idAxB)IidF(AxB).

]

Osservazione 23. Se F : MY — M, & un funtore additivo covariante allora
C € Comp, = F'C € Comp,,; inoltre associando ad un morfismo ¢ : C' — D
un morfismo Fy : FC — FD nel modo ovvio si ottiene un funtore additivo
F : Comp, — Comp,,.

Esempi di funtori additivi sono A ® - ¢ Hom(A4,-).
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Definizione 38. Sia ... c, ... un complesso su A; H,(C)

n—1
¢ il A-modulo graduato H.(C) = {H,,(C) },ez con H,(C) = Ker 9, /Im 0, 41.

H,(C) ¢ detto n-esimo modulo di omologia.

Un morfismo di complessi ¢ : C'— D induce un morfismo ¢, : H,(C) —
H.(D) e H, : Comp, — 9M% risulta un funtore covariante.

c € O, si dice catena; se Op(c) = 0 ¢ si dice ciclo e se ¢ = Opy1(d) ¢ si
dice bordo (terminologia che viene dalla topologia algebrica).

Esempio 17. Sia B un A-modulo sinistroe ( g Q B  una

sua presentazione proiettiva; possiamo considerare il complesso C'

0 0 2.0 2.9 0

e il suo complesso derivato D:
0—=0—>A®S—">A0Q"~0—=0

Allora H,(D) = Ker d;/Im 9, = Tor (A, B) ¢ Hy(D) = Ker8y/Imd;, = (A®
Q)/(A®S) =~ A® B.

4.1.2 Caratteristica di Eulero

Sia C' € Comp,, (complesso di catene in cui tutti i C,, sono gruppi abeliani.
Supponiamo che i C,, siano finitamente generati e che C,, = (0) per n < 0 e
n > N. Possiamo quindi definire la caratteristica di Eulero di C' come

N

X(C) = (~1)'tk Hy(C).

u=0

Ricordiamo che il rango di un gruppo abeliano A finitamente generato e
definito come rk A/T(A) dove A/T(A) ¢ libero perché finitamente generato
e libero da torsione.

Osserviamo che Q ®z A ha una struttura di Q-spazio vettoriale dove
I'azione di Q & definita (sui generatori) da A\j(A®0b) = (MA)®b (con A\, )\ €
Q).

Lemma 51. Se A e un gruppo abeliano finitamente generato vale

dimg Q ®z A =rk A.

72



Complessi

Dimostrazione. Dalla seguente successione esatta
0—=T(A) —= A——> A/T(A) —=0

ed usando il fatto che A/T(A) ¢ libero, si ha A =2 A/T(A) & T(A). Percio
QA2 QRA/T(A)®Q®,T(A) = QrzA/T(A). Dove QzT(A) = (0)
perché T'(A) e un gruppo di torsione.

Possiamo quindi supporre che A sia libero. Sia {ay,...,a,} una base di
A. Mostriamo che {1®ay,...,1®a,} & una base di Q ®z A come Q-spazio.
Q ®z A & generato come gruppo abeliano dagli elementi

p p p . P~
—Ra==1®Ra==-1® n;a; | == n;(1 ® ay;),
b1 (Some) - 25 mase

q q i=1

e quindi {1®ay,...,1®a,} generano Q ®z A come Q-spazio. Supponiamo
di avere una relazione .
S Pa@a)=0
iz 1
allora detto ¢ = ¢ - - - ¢, abbiamo
— 7 B ~ _
d P1®a)=0=) pi(l1®a)=0
im1 1 i=1
e siccome la mappa i : Z®z A — Q®z A,n®a+— n® a é iniettiva (Keri =

Tor (A,Q/Z) = T(A) = 0) e Z®z A = A ¢ libero su {1 ® a;}, abbiamo
P =0Vi = p; = 0Yi. 0

Lemma 52. Se 0 B A C 0 ¢ successione esatta corta di

gruppi abeliani finitamente generati, allora tk A = rk B + rk C'

Dimostrazione. Ovvio usando il lemma precedente, il fatto che Q e piatto e
I’analogo risultato per gli spazi vettoriali. ]
Proposizione 53. Sia C' € Comp, un complesso in cui i C,, sono finitamente
generati e C,, =0 per n <0 ed n > N, allora

N

X(C) =Y (=1)"k G

i=0
Dimostrazione. Consideriamo le successioni esatte (dove Z,, = Kerd,, e B,,_1 =
Im0,)

0 Zn Cn anl O
0 B, Zn H,(C)—=0

allorark C,, = vk Z,,+1k B,,_y = vk H,,(C)+rk B,+rk B,,_1, da cui Zﬁio(—l)irk C; =
SV (—1)ik Hi(C) + 1k B + 1k B;_1) = S8 (—1)1k Hi(C) = x(C). O

73



Funtori derivati

4.1.3 Successione esatta lunga in omologia

Teorema 54. Siano A, B,C € Comp, e

¥ P

0 A B C 0

successione esatta corta di complessi. Allora esiste un omomorfismo di A-
moduli graduati di grado —1 w : H.(C) — H,(A) (detto omomorfismo di
connessione) tale che la successione

o H (A) e H (B) < Hy(C) S

sia esatta.

Dimostrazione. Vediamo inanzitutto come costruire w; consideriamo il se-
guente diagramma commutativo con righe esatte

0 An $n Bn wn

Tk

0 An—l o Bn—l L C171—1 —0

Sia [c] € Hn(C) e ¢ = ¥,(b); 0 = 0y 0 9n(b) = ¥y 0 0n(b) = 0,(b) =
Yn—1(a) e definiamo w,([c]) = [a]. E facile vedere che w, ¢ omomorfismo.
Per verificare che w ¢ ben definita dobbiamo dire che

(1) w non dipende dalla preimmagine b di ¢,

(2) w non dipende dal rappresentante ¢ € [c].

Osserviamo che, scelti ¢ e b, a ¢ univocamente determinato perché ¢, ; ¢
iniettiva.

(1) Sia b € B, tale che (V') = ¢, allora b’ — b € Kerv,, =Imyp, e =b+
on(a’) = Ob = 0,b+0n00,(a") = pn_1(a)+@n_1(0na") = @n_1(a+0,a")
e [a+ 0nd'] = [a].

(2) Sia ¢ = ¢+ Oppic , allora v/ = b+ 0,10 (dove 1 (b)) =) e Db =
Onb + On11 0 0,0 = O,b.

Mostriamo che Kery, = Imp,, v op =0 = 9,09, = 0 = Imyp, C
Ker ¢,. Sia [b] € Ker,, allora ©,(b) = 0p1¢ = Opi1¥n1(') = ¥n(0ns1l)
e b= pn(a) + Bt da cui 8] = [pa(a)] = . ([a)).

Adesso vediamo che Kerw, = Im,. Se [c] = ¢([b]) allora 9,(b) = 0 =
wn([c]) = 0. Sia invece [c] € Kerwy,, allora a = 0,ad" e 9,b = ¢, _1(0,a") =
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6’7290,%) = b—p(a') € Kerd, e (b — p(a') = 1(b) = ¢, ciot [c] = ¢ ([b -
’ Rirﬁane da vedere che Imw, = Kerp,. Se [c] € H,(C), ¢, owy([c]) =
v.([a]) = [pn-1(a)] = [0,b] = 0 e quindi Imw,, C Kerp,. D’altra parte se
wu([a]) = 0 allora @n_1(a) = 9ub e [a] = wa([n(D)]). 0

4.1.4 Successione Hom-Ext

Sia A un dominio ad ideali principali ed A, A-modulo sinistro e

0 B’ B B” 0

una successione esatta di A-moduli.
Prendiamo una presentazione proiettiva di A (che, dato che A & un PID
¢ una risoluzione libera) R F A o applicando i funtori

Hom(-, B'), Hom(-, B) ¢ Hom(-, B") al complesso

0 R F 0

otteniamo il seguente diagramma:

grado 0 grado 1
0 0
o 0 — Hom(F, B') — Hom(R, B') —0
C 0 — Hom(F, B) — Hom(R, B) — 0
c” 0 — Hom(F, B") — Hom(R, B") —=0
0 0

dove le colonne sono esatte perché R ed F' sono liberi (R ¢ sottomodulo di
libero e A ¢ PID).
Abbiamo quindi costruito una successione esatta corta di complessi

0 ' C ol 0
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da cui possiamo ottenere una successione esatta lunga in coomologia

0—>0—> H(C") — H(C) — H(C") 2~ H'(C") —
HY(C)——= HY(C")—=0—>0
Ora H°(C") = Hom(A, B'), H°(C) = Hom(A, B), H°(C") = Hom(A, B") ed

11

HY(C") = Ext (A, B'), H'(C) = Ext (A, B), H'(C") = Ext (A, B") percio

possiamo riscrivere la successione come:

0 — Hom(A, B') — Hom(A, B) — Hom(A, B") —*=Ext (A, B)
——Ext (4, B) —=Ext (4,B") —=0

Questa successione e detta successione Hom-Ext. Se A non & ad ideali
principali la successione continuera con gli H? e cosi via.

Esercizio 12. Sia A dominio ad ideali principali

0 G’ G G" 0

successione esatta di A-moduli,

0 R P A 0

presentazione proiettiva di A. Ricavare la successione

0 — Tor (A,G’') —Tor (A,G) —— Tor (A,G") —
ARG —+AQG— ARG —0

Dimostrazione. Applichiamo i funtori - @, G/, - @4 G e - @4 G al complesso
di catene

0 R P 0

ottenendo il seguente diagramma commutativo con colonne esatte (come
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prima R e P sono liberi):

grado 1 grado 0
0 0
c’ 0—=G N R—G @, P—0
C 0—=GRINR—=G@\P—0

che e una successione esatta esatta di complessi. Questa fornisce una succes-
sione esatta lunga in omologia:

0 —— Hi(C") — Hi(C) — H,(C") — Ho(C") — Ho(C) —
H()(C”) —0
e adesso basta osservare che H;(C") = Tor z(A,G’), H(C) = Tors(A, G),
Hi(C") = Tor (A, G"), Hy(C") = G' @ A, Ho(C) = G@p A e Hy(C") =
G @, A, O
FEsercizio 13. Sia A dominio ad ideali principali, allora Tor (A, B) = Tor (T'(A)

Dimostrazione. Applichiamo la successione precedente alla successione esatta

0 T(A) A A/T(A)—=0
ma A/T(A) e libero da torsione e quindi (A ¢ PID) & piatto. Percio otteniamo
00— Tor A (T'(A),B) — Tor (A, B) —Tor ,(A/T(A),B) =0

e Tor (A, B) = Tor ,(T'(A), B) ed analogamente abbiamo Tor 5 (7'(A), B)

5

=

oy
=
=
/}j\_/
Z
1R

, T(B)).
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4.2 Omotopia

Siano C' e D due complessi di catene e ¢, : C — D morfismi di complessi.
Vogliamo trovare delle condizioni sufficienti affinché sia ¢, = ¢, : H(C) —

H(D).

Definizione 39. Siano C' e D due complessi di catene e ¢, : C — D
morfismi di complessi. Un’omotopia tra ¢ e ¢ € un morfismo di A-moduli
graduati X : C' — D di grado 1 tale che

Y—p=00X+Xo0.
Cioe per ogni n € Z 1, — o = Opt1 0 Xp + Lp_1 0 Oy

Un possibile modo di presentare I’omotopia ¢ il seguente; consideriamo
lo Z-modulo graduato {Hom(C, D), }nez dove Hom(C, D),, & il gruppo dei
morfismi di A-moduli graduati di grado n; vogliamo definire un operato-
re di bordo. Sia f, : C,, — D,,, un morfismo di grado v. Definiamo
Of, = 0o f,+(=1)""f, 00 (il (—=1)"! serve per garantire che 9 o 9 = 0).
Vediamo cos’e Zy(Hom(C, D), ) (cioe chi sono i cicli in Hom(C, D),). Sia
fo € Hom(C, D)y allora dfy = 0fy — foO percio i cicli sono i morfismi di
grado 0 che commutano con 'operatore di bordo, cioe i morfismi di comples-
si C' — D. Ora ci chiediamo quand’e che due morfismi di complessi ¢ e 9
coincidono in Hy(Hom(C, D))? [¢] = [¢] & s : C — D morfismo di grado
lconp—19=0s=00s+(—1)%’s0d =005+ 500 & = (ciod p e 1)
sono omotopi).

Proposizione 55. Se ¢ e 1 sono omotope allora H(p) = H(y) : H(C) —
H(D).

Dimostrazione. [z] € H,(C) = z € Ker 0p; pn, — 0, =2 00(2) + 00 X(2) =
00 X(z) € B,(O). O

In topologia algebrica spesso per dimostrare che un certo complesso ha
omologia nulla si dimostra che I'identita € omotopa all’omomorfismo nullo.
L’essere omotopi € una relazione d’equivalenza.

Osservazione 24. Sia F' : 9y — 9y un funtore additivo, C; D € Comp, e
=1 :C — D. Allora F(p), F(¢) : F(C) — F(D) sono omotope e se ¥ ¢
omotopia tra ¢ e 1) F(X) & omotopia tra F(p) e F(1).

Dimostrazione. p —1¢ = 0o X +3o00d = F(p) — F(¢) = F(0) o FI(X) +
F(X) o F(0). In particolare vale H(F(p)) = H(F(¢)). O
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Definizione 40. Due complesi C, D hanno lo stesso tipo di omotopia se
esistono due morfismi di complessi ¢ : €' — D e ¥ : D — C tali che
Yoy =idee ot =idp.

In tal caso H(C) = H(D) e H(p) e H(?)) sono isomorfismi.

FEsempio 18. Esibiamo due morfismi di complessi che inducono la stessa
mappa in omologia ma che non sono omotopi. Consideriamo i complessi

Cy Cy

0 0 7—2>7 0 0
do ol

0 0 7z 0 0 0
D, Do

Dove ¢ =1id e 11 = 0. ¢ e 1 inducono la stessa mappa in omologia. Appli-
chiamo il funtore additivo - ® Z/pZ, se ¢ e 1 fossero omotope lo sarebbero
anche - @ Z/pZ(p) e - @ Z/pZ()) ma

0—>0—>Z/pZ-2>7 0 0

~®Z/pZ(s0)i0

0—=0—>Z/pZ 0 0 0

e le due mappe non possono essere omotope perché i complessi ottenuti
applicando - ® Z/pZ(-) non hanno omologia nulla.

4.3 Funtori derivati

Sia T : My — 2Ab un funtore additivo. Vogliamo costruire una famiglia di
funtori L, T'.

Definizione 41. Sia A un A-modulo; una risoluzione proiettiva di A € un
complesso

P=... P, P, P,

Py 0

tale che
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(1) I P; sono proiettivi.
(2) coKerd = Hy(P) = A.
(3) Per ogni n > 1 la successione ¢ esatta in P,.

Si dice che P e un complesso aciclico. Se applichiamo T alla risoluzione
proiettiva otteniamo il complesso

0

che non & piu aciclico e possiamo considerarne 'omologia. Definiamo L, T(A) =
H,(TP). L,T sara un funtore e si chiamera n-esimo funtore derivato sinistro
di T. Analogamente si definiscono i funtori derivati destri (dove T" & contro-
variante e invece dell’omologia si prende la coomologia, oppure 1" & covariante
ma invece delle risoluzioni proiettive si usano le risoluzioni iniettive).

Esempio 19. Sia A un PID ed A un A-modulo. Allora se

0 P =) A 0

€ una presentazione proiettiva di A

0 P F 0

¢ una risoluzione proiettiva di A a cui possiamo applicare il funtore additivo
(controvariante) 7" = Hom(+, B) ottenendo il complesso

D = 0 ——> Hom(Py, B) —= Hom(Py, B) —>( —= - - -

e considerare il funtore derivato destro R"T'(A) = H"(D). Abbiamo quindi
che Ext (A, B) = R'T(A) e in generale Ext (-, B) = R'T.

4.3.1 Risoluzioni

Definizione 42. Un complesso C' = {C,,} si dice complesso positivo se C,, =
0 per ogni n < 0; si dice complesso aciclico se H,(A) =0 per ogni n > 1 e si
dice complesso proiettivo se tutti i C,, sono proiettivi.

Quindi una risoluzione proiettiva di un A-modulo A & un complesso P
positivo aciclico e proiettivo con Hy(P) = A.

Teorema 56. Sia C' un complesso positivo, aciclico e proiettivo e D un
complesso positivo e aciclico. Allora per ogni ¢ : Hy(C') — Hy(D) esiste una
mappa di complessi p : C' — D che solleva ¢. Inoltre due tali mappe sono
omotope.
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Dimostrazione. Mostriamo la tesi per induzione su n; ¢ si solleva a g :
Co — Dg perché Cy e proiettivo. Supponiamo di avere ¢y, ..., @,_1 dove i
solleva 1.

e G Gy e e Oy Cy— - H(C) —= 0
|
Pn | \L‘Pnl @ll WO\L \L‘P
A
"HDnﬂDn—l e Dl DO p HO(D)HO

Ora~<§n,1 0Pp_100, = Y200, 100, =0 e quindi Im ¢, 100, C Ker 571,1 =
Im 0,, (dove l'ultima uguaglianza viene dal fatto che il complesso ¢ acicilico).
Percio possiamo costruire il seguente diagramma

Ch

Ve
$Pn 7

7 \Lﬁﬂnloan
e
i

Dy —Im 5n —0
e sollevare a (,, per proiettivita.

Siano v,§ : C' — D che sollevano ¢; mostriamo, sempre per induzione,
che esiste un’omotopia ¥ : C' — D tale che 0,,1 0%, + >, 100, =¥, —&,.
Definiamo ¥_; = 0, sappiamo che 7o (g — &) = (¢ — ¢) o™ = 0 e quindi
Imy — & € Kerm = Im 0, e possiamo considerare il diagramma

01L>CO

Yo - d
P1—&1 e Yo—E&o
y

D, 5 Im 0, 0

1

dove g — & si solleva a Xy per proiettivita di Cy. Quindi 51 0 Y =1y —&.
Vediamo il passo induttivo;

0

GOy
n

y/ wn_fnl Al \L"/}n—l_gn—l

Dn+1~ >l)n = anl >
n+1 n

Ora 0, 0 (U — &) — Snq1 0 0y) = Op 0 (b — &) — (O © Spy) 0 9y =
(wn—l - §n_1) o 8n — <wn—1 — §n_1 — Zn_Q o) 8n_1) o) 8n = 0. Percib, detto
n = (Yn — &) — Xn_100, Imn C Ker 5n = Im 5n+1 e per proiettivita si
solleva a 3, : C,, — D, 1. O
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L’esistenza delle risoluzioni proiettive e equivalente all’esistenza delle pre-
sentazioni proiettive (questo € vero in generale per ogni categoria abeliana).
Infatti consideriamo le presentazioni proiettive

Se invece abbiamo una risoluzione proiettiva basta considerare

che & una presentazione proiettiva. Un discorso completamente analogo vale
per le presentazioni e le risoluzioni iniettive.

Proposizione 57. Due risoluzioni proiettive di A hanno lo stesso tipo di
omotopia.

Dimostrazione. Siano P e ) due risoluzioni proiettive di A; allora per il
teorema 56 id : A — A sisollevaa p: P — (Qedat: @ — P e, sempre per
lo stesso teorema, 1) o ¢ ~ idp e p o ~ idg. [

Definizione 43. Sia A un A-modulo, una risoluzione iniettiva di A & un
complesso di cocatene

0 Co Ch

aciclico, iniettivo tale che H°(C') & A.
In modo del tutto analogo al teorema 56 si dimostra il seguente:

Teorema 58. Siano C' e D complessi di cocatene positivi e aciclici e D iniet-
tivo; allora per ogni morfismo ¢ : H°(C) — H°(D) esiste un sollevamento
¥ : C' — D unico a meno di omotopia.
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Siano T : 9, — 2Ab funtore covariante additivo e

Py P Py A 0

una risoluzione proiettiva di A; allora possiamo costruire il complesso

e definire L, T(A) = H,(TP). Vogliamo mostrare che L,T ¢ un funtore
ML, — Ab e che la definizione data non dipende dalla risoluzione proietti-

va scelta. Sia o : A — A’ morfismo in 9, consideriamo due risoluzioni
proiettive (di A ed A').

p=  —=P—>P—>P——A—>0
| | |
| | | la
N \ \

P = R PQ/ Pll Pé Al 0

per il teorema 56 « si solleva ad un morfismo di complessi a : P — P’.
Ora T e un funtore additivo e quindi induce un funtore 7" : Comp, —
Comp,, e possiamo considerare il morfismo Ta : TP — TP'. L,T- associa
ad « il morfismo (T'ay). : H,(TP) — H,(TP'). Osserviamo che questo
morfismo non dipende dal sollevamento « scelto, infatti sappiamo che due
tali sollevamenti sono omotopi e T preserva le relazioni di omotopia (per
addittivita). Quindi due sollevamenti di « inducono lo stesso morfismo in
omologia.

Se a : A — A’ chiamiamo «(P, P") : H(TP) — H(TP’) il morfismo
associato e si verifica facilmente che, dato o : A" — A" (o/ 0 a)(P,P") =
o/ (P P )oa(P,P') e ls(P,P)= 15,74

Proposizione 59. Siano P e (@ risoluzioni proiettive di A, allora c¢’¢ un
isomorfismo npg : LET(A) — LYT(A) e I'isomorfismo & canonico.

Dimostrazione. Sianon: P — @ e £ : () — P che sollevano id : A — A; n
e un’equivalenza omotopica tra i complessi P e (), percio Tn e equivalenza
omotopica tra TP e TQ (perché T & additivo).

Inoltre, se I' ¢ un’altra risoluzione proiettiva, ngronpg ~ ner ed npp ~ id
(percio diciamo che 'isomorfismo & canonico). O

Per quanto abbiamo visto possiamo dire che associando ad un morfismo
a:A— A il morfismo o(P, P') : L,T(A) — L,T(A") otteniamo un funtore
L, T : 9y — Ab.
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4.3.2 Prima successione esatta lunga per i funtori de-
rivati

Lemma 60. Siano

0 A’ A A” 0

successione esatta corta, ¢/ : P/ — A’ — 0ed e’ : P — A" — 0 con P e
P" proiettivi; allora detto P = P’ @& P” esiste ¢ : P — A tale che il seguente
diagramma sia commutativo ed esatto:

% T

0 P’ P P’ 0
O A/ % If w A// 0
0 0 0

Dimostrazione. Per proiettivita esiste v : P" — A tale che ¢ oy = ¢". Defi-
niamo £(a, b) = poe’(a) +(b); ora il diagramma commuta ed ¢ & surgettiva
per il teorema 1 (non & nell’enunciato ma si deduce dalla dimostrazione). [

Lemma 61 (del serpente). Consideriamo il diagramma esatto e commutativo

A—S-p- "¢ 0
S I £
0—A'—=B —~C'

Allora esiste un morfismo Ker~y — coKer « tale che la successione

Ker o —— Ker B —1s Kery —> coKer o« —— coKer f3 Y coKer y
sia esatta.

Dimostrazione. Osserviamo che S0 ¢ = goa = {(Kera) C Ker 3 e allo
stesso modo yon =1 o 5 = n(Ker3) C Ker.

Sia b € Kernkerg, b = £(a) e p oa(a) = fo&(a) = 0 = (p iniettiva)
a € Ker a; e quindi la successione e esatta in Ker 3.

Osserviamo che p(Ima) C Im e ¢(Im $) C Im~ e quindi ¢ e 9 inducono
i morfismi ¢ : coKer a — coKer 3 e ¢ : coKer f — coKer~. Sia [b] € Ker ),
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allora (V') = v(c) = (n surgettiva) yon(b) = o B(b) = b = B(b) + ¢(d) e
[b'] = [¢p(a')] = ¢([a']); cioe la successione ¢ esatta in coKer [3.

Vediamo come costruire w. Sia ¢ € Kery, ¢ = n(b) = v o g(b) =
vyon(b) =0 = B(b) = p(d’) e definiamo w(c) = [a/]. Osserviamo che w(c)
non dipende da b, infatti se n(b;) = n(b) allora by —b € Kern = by = b+&(a)
e B(b1) = B(b)+Bo&(a) = p(a) +poala) = p(a' +ala)) e [o' +ala)] = [a].
Inoltre si vede facilmente che w ¢ omomorfismo.

Sia ¢ € Kerw, allora @’ = a(a) e fo&(a) = poala) = p(d) = B(b) =
by =b—¢(a) € Kerf e n(by) =n(b) = c. Inoltre se ¢ = n(b) con b € Ker 3,
allora 3(b) = 0 = p(0) = w(c) = 0 e la successione ¢ esatta in Ker 7.

Sia [a] € coKera con ¢([a]) = 0, allora p(a) = B(b) e [a] = w([n(b)]);
se invece [a] = w(c) allora p([a]) = [B(b)] = 0 e la successione ¢ esatta in
coKer a. O

Teorema 62. Siano 1" : Ny — Ab funtore additivo e

0 A A A’ 0
successione esatta corta; allora esiste un omomorfismo di connessione w, :
12 . .
L,TA" — L, _{TA tale che la seguente successione sia esatta.

Wn,

L,TA ——L,TA——[,TA" —"> L, \TA —>+++ ——> [, TA" —0

. . . . /! . . . . . . " .
Dimostrazione. Fissiamo P’ e P risoluzioni proiettive di A" ed A", per il
lemma 60 possiamo costruire il diagramma commutativo ed esatto

A
0
Per il lemma del serpente (osservando che le mappe sono surgettive e quindi
i conuclei sono nulli) si ha la successione esatta

0—Kere’ —=Kere —>Kere' —>0
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e possiamo ripetere la costruzione ottenendo

0 P; P o P/ P/ 0
0— Kere' Kere Kere' —0
0 0 0

e con un ragionamento induttivo si costruisce una risoluzione proiettiva di A
e, piu importante, una successione esatta corta di risoluzioni

0 P’ P P 0

Ora applicando T la successione rimane esatta perché P = P’ @ P” (cioe la
successione spezza) e T' e funtore additivo e quindi preserva le somme dirette
di due oggetti. Percio non resta che estrarre una successione esatta lunga in
omologia per ottenere la tesi. O]

Esempio 20. Sia T' = Hom(+, B), P risoluzione proiettiva di A. Applicando
T otteniamo il complesso

0 — Hom(Fy, B) — Hom(P,, B) — Hom(P,, B) — - -

ed in questo caso definiamo Ext) (A, B) = R"T'(A) = R"Hom(-, B)(A).
Se abbiamo una successione esatta corta

0 A’ A A" 0

dal teorema precedente ricaviamo una successione esatta lunga
St Ext} (A", B) — Ext} (A4, B) — Ext} (A’, B)
LEX'GXJA(A”, B) ..

Ma siccome il funtore Hom(-, B) & esatto a sinistra Ext% (A, B) = Hom, (4, B)
mentre Ext} (A, B) = Ext 5(A, B) e da queste osservazioni si ricava la suc-
cessione Hom-Ext per il caso in cui A non sia un dominio ad ideali principali.

Proposizione 63. Sia

0—K,—~P, —>P, Py A 0
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successione esatta con i P; proiettivi; sia 7" un funtore additivo covariante
esatto a destra (ad esempio - ® B). Se ¢ > 1 la successione

0 —= L,T(A) —>TK,—%TP, ,

¢ esatta e in particolare L,T'(A) = Ker T'p.

Dimostrazione. Possiamo costruire una risoluzione proiettiva in modo da
avere il seguente diagramma esatto

9
P, P,y
N
Kq
0 0

Poiché il funtore e esatto a destra possiamo costruire il seguente diagramma
commutativo ed esatto

Pyg—s-

T0q+1

TP, 2 TP, TK, 0
\L TBqJ/ iT,u
0 0 TPq—l — TPq—l

Applicando il lemma del serpente otteniamo una successione esatta

TPy~ Ker T, — Ker Ty —— 0

E quindi KerTp = H,(T(A)) = L,T(A). O

Osservazione 25. Vale anche la proposizione duale. Cioe se T ¢ un funtore
additivo controvariante esatto a sinistra (come Homy(+, B)) e

OHin>Pq—1 Pq—2 P[) A 0
¢ esatta con i P; proiettivi, allora
T
TPq—l $‘ TKq — RITA——0
e esatta e in particolare RIT' A = coKer T'u.
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Esercizio 14. Dimostrare che Ext) (A, B) = Ext (A, B)

Dimostrazione. Si considera una presentazione proiettiva

0 R P A 0

e utilizzando la duale della proposizione precedente (con T = Hom(+, B)) si
ha che Ext } (A, B) = coKer u* = Ext (4, B). O

4.3.3 Seconda successione esatta lunga per i funtori
derivati

1" 1

Definizione 44. Una successione 77 7 p_7 7 di funtori additivi 7', T LT

. . . " . . . . . .
My — Ab e trasformazioni naturali 7/,7 si dice esatta sui proiettivi se
VP € 9y proiettivo la successione

1"
TP TP ”

0 TP TP TP 0

¢ esatta.

"
Teorema 64 (Seconda successione esatta lunga). Sia 7 7 p_ 7 _ 7 successione

esatta sui proiettivi. Allora per ogni A € M, esistono gli omomorfismi di
connessione w,, : L,T" A — L, _1T'A tali che la successione

Wn,

L,T'’A——>L,TA—— L T'A—">L, \T'TA—— -+ ——~L,T'A—> LT A
4>L0TA4>LOTNA4>O

sia esatta.

Dimostrazione. Sia
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una risoluzione proiettiva di A; allora possiamo costruire il diagramma

0 0
S —TP T'P, 0
7'1’31 7'1’30
> TPl TPO 0
. -
—T7'P,—=T"'P,—=0

0 0

che & una successione esatta di complessi e quindi basta prendere la succes-
sione esatta lunga in omologia. [

Esercizio 15. Ricavare, usando la seconda successione esatta lunga e data la
successione esatta corta

0 B —“=B—=pR" 0

la successione esatta

0— - ——=Ext}(4,B) —=Ext}(A,B) —=Ext}(A4,B") —
Ext 3*1(A, B) —

Dimostrazione. Le mappe v ed e inducono delle trasformazioni naturali v, :
Hom(-, B') — Hom(-, B), e, : Hom(-, B) — Hom(:, B"). Dove v(yp) =

*

voyp € Hom(A, B) e e2(1)) = c o1 € Hom(A, B"). Inoltre sappiamo gia che
la successione

Hom(-, B) — Hom(+, B") — Hom(-, B")

¢ esatta sui proiettivi (teorema 11). Percid basta considerare la seconda
successione esatta lunga sulla successione appena descritta. [

Ancora su Ext} Fino ad ora abbiamo costruito Ext}(A, B) con una
risoluzione proiettiva P di A, applicando il funtore additivo Hom(-, B) e
considerando la coomologia del complesso Hom(-, B)(P).

Ma possiamo calcolare Ext  anche con una risoluzione iniettiva di B; sia

0 B Iy I
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risoluzione iniettiva, applicando Hom(A, -) otteniamo il complesso Hom(A, -)(1)
0 — Hom(A, Iy) —= Hom(A, ) —

e definiamo Ext y (A, B) = H™(Hom(A,-)(I)). T funtori Ext? e Ext ) risul-
tano naturalmente equivalenti.
Si dice che il bifuntore Ext 5 (+,-) ¢ bilanciato, cioe

R"(Hom(A, -))(B) = R"(Hom(-, B))(A).

Il funtore Tor’ Siano A € 9M,,B € M), definiamo Tor’ (A, B) =
L,(A®y -)(B). Consideriamo una risoluzione proiettiva di B

Py P P B 0

e consideriamo il complesso ottenuto applicando A ®, -

= ARQN P —— AR\ P ——=A®\ B —0

allora Tor*(A, B) = H,((A ®4 -)(P)). Se P & proiettivo una risoluzione
proiettiva di P ¢ il complesso . p . dove P ¢ il modulo di grado

0. Quindi se n > 1 TorX(P, B) = 0.
Calcoliamo Tor (A, B), A ®, - e esatto a destra e quindi la successione

ARy P —>A®)y Ph—=A®y B—=0

¢ esatta e Tory = Ho((A ®, +)(P)) = coKere = A ®, B.
Il funtore - ®, B ¢ esatto a destra, percio usando la proposizione 63 si ha
subito che Tor (A, B) = Tor 5(A, B).

Esercizio 16. Scrivere le due successioni esatte lunghe per Tor 2.

Dimostrazione. Se 0 — A" — A — AH — 0 e esatta, la prima successione
)
esatta lunga per i funtori derivati fornisce:

-+ ——=Tor?, (A", B) — Tor (A", B) — Tor }(A, B) —
Tor*(A", B) — Tor} (A", B) —---

Mentre se 0 B —Y-~B—-p" 0 ¢ esatta allora la successione

'®AB/L>'®AB$'®ABH

¢ esatta sui proiettivi e la seconda successione esatta lunga per i funtori
derivati fornisce

-+ ——=Tor®, (A, B") —=Tor (A, B') — Tor }(A, B) —
TorMA, B") ——=Tor?_ (A, B) —
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Capitolo 5

Omologia e coomologia di
gruppi

Definizione 45. Dato un gruppo G ed uno Z|G]-modulo A, definiamo la
coomologia di G a coefficienti in A come

dove Z ¢ lo Z|G]-modulo banale, cio¢ G agisce banalmente su Z.

Osserviamo che un’azione G — Aut A su di un gruppo abeliano A si
estende in modo naturale ad un omomorfismo Z[G|] — End A ed A ha una
struttura di Z[G]-modulo; viceversa se A ¢ uno Z[G]-modulo abbiamo un’a-
zione G — Aut A; infatti sia per ogni g € G ¢, : a — ga allora ¢ ,-10p, = id
e quindi ¢, € Aut A. Pero anche se I'azione di G su A ¢ banale non ¢ detto
che Z|G| agisca su A come l'identita.

Definizione 46. Dato un gruppo G ed uno Z[G]-modulo destro B, definiamo
I’omologia di G a coefficienti in A come

H,(G, B) = Tor 2B, 7)
dove Z ¢ lo Z|G]-modulo banale.
Sia 3 cqmgg € Z|G] e sia ¢ : Z|G] — Z I'omomorfismo
Z|G] - EndZ = 7Z
Sgeamog = (1= (Zyeamos) n) = Soeamy
Dove (deG mgg> n= (dea mg> n perché GG agisce banalmente su Z. La

mappa ¢ si dice augmentazione e Kere = IG si chiama ideale di augmenta-
zione. Osserviamo che per ogni g € G, g — e € IG.
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Teorema 65. (1) IG ¢ il gruppo libero abeliano sull’insieme
W={g—-1:g€G,g#e}.
(2) IG & generato, come Z[G]-modulo da

S ={s—1: se¢ generatore di G}.

Dimostrazione. (1) E chiaro che e (dec mg(g — 1)> = 0 e quindi (W) C

IG. Se ¢ <deG mgg> = 0 allora ) ,my = 0, percio > ,myg =

D gec Mg = D geq Mgl = X yeamy(g — 1) e quindi IG = (W) e poi &
chiaro che gli elementi di W sono indipendenti.

(2) Mostriamo che S genera gli elementi di W (come combinazioni di elemen-
tidi Z[G]). Sex,y € G, allorazy—1 = 2(y—1)+(z—1) € (z—1,y—1)z
er ' —1=—z"Yx—1) € (r— 1)z4q, da cui la tesi.

0

Osservazione 26. Se 0 A’ A A” 0 € una successione esat-

ta corta di Z[G]-moduli, applicando la seconda successione esatta lunga per
i funtori derivati ricaviamo la successione

0—= HG,A)— H(G,A) — H°(G,A") —= H' (G, A) — - --

ed applicando la prima successione esatta lunga per i funtori derivati otte-
niamo

H,(G,A)— H,(G,A) —= H,(G,A") — -+ —= Hy(G,A") —=0

Osservazione 27. Se A & iniettivo, H"(G, A) = Ext %[G](Z,A) e quindi per
ognin >1 H"(G,A) = (0).

Analogamente se B ¢ proiettivo (ma basta piatto perché sappiamo che
Tor si puo calcolare con le risoluzioni piatte) H, (G; B) = Tor %[G](B, Z) = (0)
per ogni n > 1.

Calcoliamo Ho ed H°. Sappiamo gia che H%(G, A) = Exty,(Z, A) =
HomZ[G] (Z, A)

Sia ¢ € Homy(Z, A) € Homg(Z, A) (un omomorfismo di Z[G]-moduli e
comunque un omomorfismo di gruppi abeliani); deve valere ¢(g) = p(g-1) =
gp(1). Ma Z ¢ lo Z|G]-modulo banale, percio ¢(1) = go(1) Vg € G; da cui

H°(G, A) = Homy)(Z,A) 2 A° = {z € A: gv=2aVg € G}.
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Dove gli elementi di A® sono detti invarianti del modulo.

Ho(G, B) = Tor ' NB,Z) = B®yq Z

per definizione di tensore G deve agire a destra su B e a sinistra su Z e deve
valere

Vbe B,ge G bg@z[g} 1:b®z[g}g'1:b®z[g} 1.

e quindi

B®gyaZ = BozZ/ (bg@1—b@1) = B/(bg—b) = B/(b(g—1)) = B/(B-IG).
22/04/01

Calcoliamo H; (G, B) nel caso in cui G agisca banalmente su B. H{(G, B) =

Tor?[G] (B,Z), per calcolarlo ci basta una presentazione proiettiva di Z come
Z|G]-modulo (usando la proposizione 63).

0—IG —=>Z[G] —= Z—=0

¢ una presentazione proiettiva di Z e per la proposizione 63 Tor ?[G](B VAR
Ker 1 ®Z . B ®Z[G] IG — B ®Z[G} Z[G] OI‘& B ®Z[G] Z[G] = B (§] quindi

B®Z[G] [G&B@Z[G} Z[G]HB
b@(x—1)——b®@(x—1)—=bx —b

ma G agisce banalmente su B e quindi bx—b = 0e 1®i = 0 e Tor ?[G](B, Z) =
B®Z[G] 1G.

Ancora B ®zq) IG = Bz IG/(b®@y(r —1)) — (by®@x — 1)) = B ®y
IG/(b® (y —1)(x — 1)) = Bz (IG/IG?).

Lemma 66. IG/IG* = G 4.

Dimostrazione. Definiamo un omomorfismo di gruppi abeliani ¢ : IG —
Guw=G/G,z2—1w— 2G. IG* = {(z—1)(y —1)); ora (x — 1)(y — 1) =
(ry—1) = (x—1) = (y — 1) e quindi ¢((z — 1)(y — 1)) = 2yG's~'G'y 'G" =
[z,y|G" = G'. Percio ¢ passa al quoziente e definisce {/; : IG/IG? — G gy che
¢ isomorfismo perché ha un’inversa.

Sia ¢ : G — IG/IG?*, x — (z — 1) + IG?, ¢ ¢ omomorfismo infatti
play) = (oy = 1)+ 1G* = (@—1)+ (y— 1) + (@ — Dy — 1) + IG* =
(x—1)+(y—1)+IG~

IG/IG?* ¢ abeliano, quindi ¢ passa al quoziente e definisce @ : G4 —
IG/IG? ed & ovvio che ¢ = . O
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Quindi, se G agisce banalmente su B, H;(G, B) = Tor ?[G](B, Z) = B ®y
G ap. Osserviamo che il lemma 66 fornisce un isomorfismo di gruppi abeliani
e non di Z[G]-moduli; ma questo ¢ sufficiente per dire che B ®z [G/IG?* =
B ®7z G 4.
FEsercizio 17. Sia G gruppo che agisce banalmente su A; allora H'(G, A) =
Homgz(H,(G,Z), A).

Dimostrazione. Consideriamo la solita presentazione Z[G]-proiettiva di Z
0—IG ——=Z[G] =—=Z—=0
Applicando Homg¢ (-, A) otteniamo
00— Homz[g} (Z, A) i> Homz[g} (Z[G], A) L> HOIIIZ[G] (IG, A)

Ora se ¢ € Homyq)(Z[G], A), allora ;i*(¢) = ¢j1q e per ogniz € G p(r—1)
zp(1)—p(1) = p(1)—p(1) = 0. Percio p* =0e H' (G, A) = Ext %[G} (Z,A)
HomZ[G]([G, A)

Sia ¢ : IG — A omomorfismo di Z|G]-moduli, allora ¢((z —1)(y — 1)) =
play—1)—(y—-1) =zp(y—1) —py —1) =y —1) —p(y — 1) = 0.
Quindi /G* C Ker ¢ e ¢ induce un omomorfismo ¢ : IG/IG* — A. Percio
possiamo definire un omomorfismo di gruppi abeliani

Homy g (IG, A) — Homz(IG/IG?, A)
P @

Costruiamone un’inversa

Homyz(IG/IG?, A) — Homg (IG, A)
b p=tor

Ora ¢ € un omomorfismo di gruppi abeliani ma z(y — 1) — (y — 1)
(z—1)(y—1) € IG® e p(x(y—1)) = U([z(y — D)) = ¥([y—1]) = o(y — 1)
zp(y — 1) e quindi ¢ & un omomorfismo di Z[G]-moduli. Inoltre IG/IG*
Z ®7 IG/IG* = 7 Qg IG = Hi(G,Z) e quindi Homz(IG/IG? A)
Homyz(H.(G,Z), A).

et

5.1 Digressione topologica

In questa sezione enunceremo qualche applicazione della teoria sviluppata
alla topologia algebrica. In particolare vedremo come la coomologia di gruppi
puo essere utilizzata per calcolare 'omologia (singolare o equivalenti) di spazi
topologici.
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Definizione 47. Uno spazio topologico X connesso per archi si dice n-
connesso se my (X, *) = mo(X, %) = - = m, (X, %)= EL

Teorema 67 (Hopf). Sia (X, zy) uno spazio topologico puntato connesso,
localmente semplicemente connesso e tale che il suo rivestimento universale
X sia n-connesso (con n > 1). Allora per 1 <i<n

H{(X,Z) = H;(m (X, x0),Z)
con (X, xy) che agisce banalmente su Z. Inoltre ¢’¢ una successione esatta
Tn1(X, @0) —= Hpy1 (X, Z) — Hypir (mi (X, %), Z) —=0
In realt Hopf ha dimostrato soltanto il caso n = 1.

Definizione 48. Uno spazio topologico connesso per archi X si dice asferico
se il suo rivestimento universale X verifica m,(X, *) = (0) Vn > 1.

Per il teorema di Hopf I'omologia di uno spazio asferico ¢ completamente
determinata dall’omologia di gruppi di m (X, *).

Definizione 49. Uno spazio topologico “sufficientemente regolare” X si dice
di Filenberg-Maclane di tipo K(G,n) se

(1) pern=1, m(X,*) =G e m, (X, x) = (0) Vn > 2;
(2) per n > 1, G & abeliano, 1, (X, *) = G e 7;(X, ) = (0) Vj # n.

Gli spazi K(G, 1) sono asferici. Un esempio di K(Z,1) ¢ S'; infatti sap-
piamo che il rivestimento esponenziale e : R — S! induce un isomorfismo
eyt (R, %) — 7, (S, %) se n > 2 ed R & contrattile.

Teorema 68. (1) Per ogni gruppo G esiste uno spazio K(G, 1),
(2) per ogni gruppo abeliano G esiste uno spazio K(G,n),

(3) due spazi K(G,n) hanno lo stesso tipo di omotopia.

Teorema 69 (Kan-Thurston). Per ogni spazio topologico X connesso esiste
un gruppo Gy ed una mappa ¢ : K(Gx,1) — X che induce isomorfismi
o« Hy(K(Gx,1),Z) — H,(X,Z).

Questo teorema e utile perché K (Gx, 1) ¢ asferico e quindi la sua omologia
intera ¢ completamente determinata dall’omologia di gruppi di Gy.
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Esempio 21. Consideriamo .# = C"\ (Uj<j{z; —x; = 0}). A4 ¢ un K(G,1).
Un cammino in Z ¢ un v : [0,1] — C" t — (71(t),...,(t)) con v;(t) #
v;(t) V,i# j,t € [0,1]; PB,, = m (A, %) ¢ il gruppo delle trecce pure.
Sy, agisce su . permutando le coordinate B, = m (4 /Sy, *) € il gruppo
delle n-trecce. Possiamo considerare la mappa
6:M/S, — C*
(@1, x| = TLiey (2 — x;)*
0 induce una fibrazione detta fibrazione di Milnor; la fibra F' si dice fibra di

Milnor e vale
H'(B,,Zl[q,q7 ")) = H(F,Z),  Hy(By,Zlq,q""]) = H,(F,Z).

dove B, agisce su Z[[q,q '] e su Z[q, ¢"'] mandando ogni generatore nella
moltiplicazione per ¢. In particolare questo & un esempio di (co)omologia con
azione non banale.

5.2 Ancora su H!(G, A)

Definizione 50. Sia G un gruppo ed A uno Z[G]-modulo; una derivazione
e una funzione ¢ : G — A tale che

p(zy) = o(x) + 20(y).

L’insieme delle derivazioni Der (G, A) & un gruppo abeliano con la somma
ovvia.

Osserviamo che se ¢ ¢ una derivazione allora ¢(1) = 0; infatti p(1) =

p(1-1) = (1) + 1p(1) = 2(1).
Der (G, -) e un funtore Mzig — Ab.

Teorema 70. Il funtore Der (G, -) ¢ rappresentato dallo Z[G]-modulo IG,
cio¢ esiste un’equivalenza naturale n : Der (G,-) — Homgg(IG,-). In

particolare
VA € My Der (G, A) = Homg(1G, A).

Dimostrazione. Consideriamo gli omomorfismi di gruppi abeliani

na : Der (G, A) — Homyq(IG, A)
d— (x —1—d(z))

£a : Homg)(IG, A) — Der (G, A)
p = (= pe—1))
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Inanzitutto osserviamo che 74(d) ¢ ben definito come omomorfismo di gruppi
abeliani, ma ricordando che (zy — 1) = z(y — 1) + (x — 1) si ha

na(d)(x(y — 1)) = na(d)((zy —1) — (x — 1)) =
na(d)(zy —1) = na(d)(x — 1) = d(zy) — d(z) = zd(y) = zna(d)(y — 1)

e quindi 14(d) & un omomorfismo di Z[G]-moduli. Ora & chiaro che &4 = 1!
percio dobbiamo solo vedere che 7 ¢ una trasformazione naturale. Siaa : A —
A" morfismo e sia d € Der (G, A), allora a,(na(d))(z—1) = a(na(d)(x—1))
a(d(z)) mentre na(a.(d))(x — 1) = a,(d)(z) = a(d(x)) e ci siamo.

Ol

Definiamo il sottogruppo delle derivazioni interne
IDer (G, A) ={d,: a € A}

dove d,(z) = (x — 1)a; d, ¢ effettivamente una derivazione, infatti d,(zy) =
(zy — a = (z(y — 1) + (x — 1))a = du(x) + 2d,(y). Consideriamo la
presentazione Z|[G]-proiettiva di Z

0—IG—>Z|G] —=7Z—0
ed applichiamo il funtore Hom(-, A)
Homgg)(Z, A) — Homyg)(Z[G], A) "~ Homgg)(IG, A) — H'(G, A) —0

Ora, identificando Homy(IG, A) con Der (G, A) abbiamo che i*Homgq)(Z[G], A) =
IDer (G, A); infatti Homyq(Z[G],A) 2 (¢ : 1 = a) = &(poi) 1 x —
p(x —1) = (x — 1)a € IDer (G, A). Abbiamo quindi dimostrato che:

Teorema 71. H'(G, A) = Der (G, A)/IDer (G, A).

FEsercizio 18. Sia C,,, = (x) gruppo ciclico di ordine m. C,, agisce su Z/2Z™
come x(ay,ag,...,an) = (Qm,a1,...,a4,_1). Quindi Z/2Z™ & uno Z[C,,]-
modulo e possiamo calcolare la coomologia H'(C,,,Z/27Z™).

Sia d € Der (C,,,Z/2Z™), allora d(e) = 0 e (si prova per induzione)
d(z") = d(x) + xd(x) + - - + 2" 1d(x). In particolare d(x) + xzd(x) + - +
e d(z) = d(x™) = 0; percio d(z) = (a1, - .., an) tale che > a; =0e

Der (CM7Z/2Zm) =~ Ker (1 +x+---+ :L.m—l) _
{(ar,...,a,) € Z/22™ : Y7 a; =0}

Inoltre se b € Z/2Z™ dy(x) = (z — 1)b e quindi con la stessa identificazione
(cio¢ d + d(z)) abbiamo IDer (C,,, Z/2Z™) = Tm (x—1) e H(C,, Z/27™) =
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Ker(1+x+ -+ 2™ /Im (z — 1). Ma Z/2Z™ & uno spazio vettoriale (su
Z)2Z) e (x—1)e (1+x+---+2™ 1) sono applicazioni lineari. Ad esempio
se m =4 x — 1 e rappresentata dalla matrice

1 0 0 1
1 -1 0 0
e=1=1 9 1 1 0
0o 0 1 -1

In generale lapplicazione x — 1 ha rango m — 1l e 1 + 2 +--- + 2™ ! non
e l'applicazione nulla (ad esempio non annulla mai l’elemento (1,0,...,0));
quindi per questioni di dimensione abbiamo Imz—1 = Ker (14+x+- - -+2™!)
e H'(C,,,Z/27) = (0).

Esercizio 19. Se Cy = {e,x} agisce su Z con xn = —n calcolare H'(Cy,Z).

Dimostrazione. Sia n € Z, perché d : x — n sia una derivazione e sufficiente
che d(z*) = 0, ma d(z?) = d(z) — d(z) = 0. Percid con lidentificazione
d — d(x) abbiamo Der (Cy,Z) 2 Z. Sed = d,, : © — (r—1)n = xn—n = —2n
e quindi con la stessa identificazione abbiamo IDer (Cy,Z) = 2Z e quindi
HY(Cy,Z) 2 7/27. O

FEsercizio 20. Calcolare H,(C,,,Z) dove C,, agisce banalmente su Z.
Dimostrazione. Una risoluzione Z[C,,]-proiettiva di Z ¢
D Z|Cp) - Z|Cp) - Z[Cp) - Z|Cp) ——=Z—=0
dove ¢ & Paugmentazione, T(1) =z —1e N(1) = (1+z+---+2™ ). Questo
¢ un complesso perché ToN(1) = NoT(1) = (z = 1)(1+ 2 +---+2™ 1) =
—1 = 0. E chiaro poi che il complesso e proiettivo, mostriamo che ¢ anche

aciclico. Sia y = Y7 apa” € Z[C,,] con y(x — 1) = 0. Allora y(z — 1) =
(am-1—ag)+(ag—ay)x+- -+ (am_o—am_1)r™ ! e quindi (Z]C,,] come gruppo

abeliano e libero sugli elementi di C,) a9 = a3 = -+ = a1 = a ed y =
(1—|—x+ 2™ 1) cioe Ker T'=Im N. Invece se0=y(l+a+---+a™ 1) =
(Zh 0 ah) (ZZZJ ah) T+ (Zh 0 ah) ™1 allora Z;zn_ol ap = 0 ed
— (X ta) et apa™ Tt = ap(ah — 1) € (o - 1) e

quindi Ker N =ImT.

Questa e una risoluzione ciclica di periodo 2. In particolare se H,, ¢ non
nullo per qualche n allora ci sono infiniti H; non nulli e non possono esistere
risoluzioni proiettive finite di Z come Z|C\y,)-modulo banale.
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Ora H,(Cy,,Z) = Tor ZLOm] (Z,Z). Applicando il funtore - ®zc,, Z ed
identificando Z[C,,] ®zc,,] Z = Z il complesso diventa

0 m- 0

7—>1">1 1"~ —>L—>0
perché (z —1)@n=2zn—-10n=1azn—-1n=1®n—-1®@n=20
eSS aheon =10 et = 10X 'n = 1@ mn. e dunque
H()(Cm,Z> = Z, Hgn(Cm,Z> = (0) e H2n+1(Cm,Z> = Z/mZ [l

FEsercizio 21. Con le stesse ipotesi dell’esercizio precedente calcolare H"(C,,, Z).

Dimostrazione. Consideriamo la risoluzione Z[C,,]-proiettiva dell’esercizio
precedente

2 7[C) = ZIC) - Z]C) = Z[C] =7 —=0
Applicando il funtore Homgyc, j(-,Z) ed identificando Homgyc,,|(Z[Cy,], Z) =
7 otteniamo il complesso

0 m- 0 m-

0 Z Z Z Z

Infatti se ¢ € Homgye,,|(Z[C), Z) T*(¢)(1 =zp(l) — (1) =

= 1)
e(1)—p(1) = 0e N*(p)(1) = ¢ (Xpy) ah) = S5y ae(1) = mp(1). Percio
HO(Cy, Z) = Z, H™Y(Cy, Z) = Ker (m-) = (0) € H*(Cyn, Z) = ZjmZ. O

~—

5.2.1 Applicazione: Teorema 90 di Hilbert

Se K ¢ un campo ed E/K ¢ un’estensione di Galois; allora G = Gal (E/K)
agisce in modo ovvio sul gruppo additivo (E,+) e possiamo considerare F
come uno Z|G]-modulo.

Teorema 72 (90 di Hilbert in forma additiva). Sia E/K un’estensione di
Galois finita con gruppo di Galois G = Gal (E/K). Allora H'(G,E) =0

Dimostrazione. La traccia Tr = ) __.7 ¢ combinazione lineare non nulla
di caratteri di £* a valori in E e quindi per il teorema di indipendenza dei
caratteri di Artin Tr # 0 ed esiste ¥ € E tale che Tr(d)) # 0.
Sia o € Der (G, E), dobbiamo fare vedere che a € interna cioé che esi-
ste b € E tale che per ogni ¢ € G a(c) = (1 — 0)b. Prendiamo b =
> e a(T)T(9). Per ogni o € G vale

Tr(9)
1 1
o(b) = () ;00&(7’)07(19) = T () Tze;(a(af) — a(0))or(¥) =
Trtﬁ) Z a(or)or(9) — a(a)Tr}ﬁ) Z o7(9) = b — ala).
TEG =t
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e quindi a(c) =b—o0(b) = (1 —0o)bed a € IDer (G, E). O

Osservazione 28. Spesso il teorema 90 ¢ enunciato come: Sia £/K un’esten-
sione ciclica, v € F allora Tr(y) = 0 & v = [ — o(8) per qualche § € E
(dove o & un generatore di Gal (E/K)). Vediamo come si puo ricavare questa
forma del teorema.

Sia G = C,,, = (o), una derivazione « : C,,, — FE ¢ univocamente
determinata da «a(o) ed a(o) = v definisce una derivazione se e solo se
l+oc+c*+ -+ 0™ 1)y = Tr(y) = 0. Quindi possiamo identificare
H' (G, A) = Der (G, A)/IDer (G, A) < Ker Tr/(c — 1)E.

Ora dal fatto che H'(G,F) = 0 abbiamo che v = «a(o) = (1 — 0)8

(viceversa € chiaro che se v = 3 — () allora Tr(v) = 0).

Teorema 73 (Artin-Schreier). Sia K un campo di caratteristica p; E/K
un’estensione ciclica di grado p,

(1) allora esiste a € F tale che F = K(«) ed « ¢ radice di ¥ — x — a con
a € K;

(2) viceversadato b € K zP—x—b ha tutte le radici in K oppure ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Facciamo solo il primo punto, in cui si applica il teorema
90. Tr(—1) = —p = 0 e quindi esiste @ € E tale che —1 = (1 — o)« (dove
Gal (E/K) = (o)) e quindi ca = a + 1 e gli elementi c"a = a + h sono
tutti distinti. In particolare [K(«) : K] = p ed E = K(«a). Per mostrare
che « & radice di 2”7 — z — a basta mostrare che o(a? — a) = (ca)? — oo =
(a+ 1) — (o + 1) = o? — a e concludere utilizzando la corrispondenza di
Galois. O

Se E/K & un’estensione di Galois finita e G € il suo gruppo di Galois pos-
siamo considerare 1'azione di G sul gruppo moltiplicativo E*. Utilizzeremo
la notazione esponenziale, cioe scriveremo o(7y) = 7.

Teorema 74 (90 di Hilbert in forma moltiplicativa). Sia E/K estensione di
Galois finita e G = Gal (E/K), allora H'(G, E*) = 0.

Dimostrazione. Sia o € Der (G, E*), dobbiamo mostrare che « € una deriva-
zione interna. Per il teorema di indipendenza dei caratteri esiste ¢ € E tale

che 3 =73 _oa(r)d #0.
B7 =Y a(r) =) alor)a(o) 7 = alo) Y a(or)d" = alo) !B

TEG TEG TEG

Da cui a(o) = 177 ed a ¢ una derivazione interna. O
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Osservazione 29. Anche qui con un ragionamento analogo a quello precedente
otteniamo la forma piu popolare del teorema di Hilbert. Sia F/K estensione
ciclica, v € F, allora N(y) =1 < v = & (dove N(7) = Il eqa z/x) o(7)
¢ la norma).

5.3 Z|G]-risoluzioni proiettive di Z

Ricordiamo che H"(G,A) = Ext} (Z, A) ed H,(G,B) = Tor,"(B,Z).
Percio per calcolare omologia e coomologia dei gruppi sarebbe utile avere a
dispozione delle risoluzioni Z[G]-libere standard di Z (visto come lo Z[G]-
modulo banale).

5.3.1 Bar-resolution omogenea

Sia B,, n > 0 il gruppo libero abeliano sulle n + 1-uple (yo, y1, ..., ¥Yn) con
y; € G. B, ¢ uno Z|G]-modulo con l'azione a sinistra

Vy € G yWo Y1, Yn) = (YY0, YY1, - - - YY)
Costruiamo il complesso B

On

Bn Bn—l e BO : Z 0

dove 0, ¢ il solito bordo simpliciale:

n

aﬂ(y07 s ayn) = Z<_1)Z(y07 s 7?22'7 s 7yn)

1=0

ed ¢ ¢ 'augmentazione classica; By = ((1))zjq) = Z[G] ed € ¢ data da e(yo) =
1.
I B,, sono Z[G]-moduli liberi sulla base

{(Lyla--'?yn): Y, - Yn € G}

Infatti questi elementi generano B,, perché (yo, - .., ¥n) = Yo(1, %o Yo, - - -, Yo ' Yn);

inoltre supponiamo di avere una relazione

n

0=> (Zmég) (Lot )= > mi(g. gyt gyh)-

i=1 \geG i=1,9eG

e gli elementi (g,gy!,...,gy’) sono tutti distinti
ammmimme (uindi gli m; sono tutti nulli e la relazione & banale.
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GUARDAMO 1L COMFPLESso COME
CoMPLECSO 0/ GRUPPI ABELIAN

Omologia e coomologia di gruppi

Resta da vedere che il complesso definito ¢ aciclico. Facciamo vedere che
I'identita idg : B — B ¢ omotopicamente nulla. Definiamo > : B — B
GRuPPl ABELIAN) GRAPUVAT|

morfismo di ueseinmmmem® di crado —1 tale che 0,,1%, + ¥, 10, = idp.
Basta prendere X, (yo, .., Yn) = (1,40, ..., yn) € X_1(1) = 1. Infatti

(n—i—lE +En la)(yOa"'7yn):
an—&-l(l y07ayn)+zn 1( (y())--'a@ha--'ayn)):
(y07“'7yn)+ (_1)h+1(17y07"'7gh7""yn)+

h=0
Z(—l)h(l,yo,...,g)h,...,yn) = (Yo, -, Yn)-

h=0

Osserviamo che ¥ ¢ un omotopia sul complesso augmentato (cioe con B_; = 7Z
e Jyp = € e Paugmentazione) e questo va bene perché prova allo stesso tempo
che il complesso ¢ aciclico e che Hy(B) = Z.

Per trovare un’altra risoluzione si possono introdurre sui B,, le relazioni

(y()v"'vyi7yi7yi+2a"'7yn) =0

(come si fa spesso in topologia algebrica); in questo modo otteniamo un
modulo graduato che e un quoziente di quello costruito prima ed e facile
vedere che 'operatore di bordo passa al quoziente e definisce un complesso.
Anche I'omotopia Y passa ai quozienti e quindi il complesso € ancora aciclico
ed e semplice vedere che i moduli ottenuti sono ancora liberi.

5.3.2 Bar-resolution non omogenea

Definiamo B!, come lo Z[G]-modulo libero sulle n-uple [z;|z3]---|z,] con
z; € G. 1l bordo si definisce tramite:

[y

On([rlaa| -+ |wn]) = walzal - |wa] + (=1 [21] - [@izia | 2] +
1

Z (1) [ -]

e 'augmentazione ¢’ : B, — Z ¢ data da &'[] = 1.

Questo complesso & isomorfo a quello precedente (e quindi il complesso
¢ aciclico ed ¢ una risoluzione proiettiva). Infatti, definiamo ¢, : B,, — B,
Cn(Lyn - yn) = [lyr velys sl - [ tiyn] @ ¥n 2 By, — By, a([z1] -+ |2]) =
(1,21, 2172, ..., 129 - -~ X,). @ €t sono isomorfismi ed in particolare ¢! =

1.
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Anche qui possiamo quozientare per il sottocomplesso generato da
{lz1] .. |zs) : @ = 1 per qualche i}

0, passa al quoziente e ¢ definisce un isomorfismo con il complesso ottenuto
al paragrafo precedente.

FEsercizio 22. Se G & un gruppo finito di ordine m ed A € un G-modulo, allora
se i > 1 ogni elemento di H;(G, A) & di m-torsione (cioe ha ordine un divisore
di m)*.

Dimostrazione. Consideriamo il complesso augmentato B’

B, o B, B, S/ 0

e costruiamo un’omotopia X : B — B trala mappa m- e 'applicazione
nulla. Lo facciamo per induzione, sia ¥ (1) = (ZyGG y) [ (¢ facile ve-
dere che questo ¢ un omomorfismo di Z[G]-moduli), allora ¢ o ¥_4(1) =

<Zy€G y) 1 = o(G) = m. Vediamo il passo induttivo; dobbiamo trovare

per ogni [x1]---|z,] € B) un elemento ¢ € Bj_, tale che Op11c + 2,1 0
an[I1’ T |In] = m[$1| T ’xn] pero
Op (Xn—100n[x1] -+ |T0] = mfz1] -+ |20]) =
Op 0 Xy 1 (O[] - -+ |2n]) — mOy[xe] - -+ |20 =
mop|x1| -+ |Tn] — Xpn_20p_1 00y [x1| - |zp] — MO [x1| -+ |20] =0
e siccome il complesso ¢ aciclico abbiamo 3,100, [z1] - - - |zp|—m[z1] - - - |2,] =
Ons1¢ per qualche ¢ € By, ,,. Questo prova che per ogni i > 1 (m-), :
H;(G,A) — H;(G, A) ¢ applicazione nulla. O

FEsercizio 23. Dato un gruppo G ed un G-modulo A, individuare i 2-cocicli

(cioe Z%(G, A)).

Dimostrazione. Consideriamo la risoluzione

Applichiamo Hom(-A):

*

0 — Hom(B], A) — Hom(B}, A) — Hom(Bj), A) % Hom(Bj, A)

!Questo non & vero per i = 0, infatti se scegliamo A = Z[G] allora Hy(G,A) =
Z|G] ®z;6) Z = Z non ha m-torsione
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Sia f € Homgq(Bj, A); f ¢ individuato da una funzione F' : G x G — A
(f([zly]) = F(x,y)). 05(f)([zlylz]) = [ o ds([zlylz]) = [flzlylz] — [zyl2] +
[2lyz] = [xly) = 2 f(ylz]) = f(lwyl2]) + f([xly2]) = f([z]y]) ed | € Z*(G, A)
se e solo se 93 (f) = 0; percid possiamo identificare Z%(G, A) con

{F:GxG—A: xF(y,z)—F(zy,2)+F(z,yz)—F(z,y) = 0Vz,y,z € G}

O

Osservazione 30. Se A ¢ un K-spazio vettoriale la mappa A — A,z — mx
con (m,char K) =1 (o char K = 0) ¢ invertibile ed induce un isomorfismo

HY(G,A) — H(G, A)

dove G & un gruppo finito che agisce su A, ed o(G) = m. Ma sappiamo da
un esercizio precedente che la mappa m- : B — B! ¢ omotopicamente nulla
se 1 > 1; percio

H'(G,A) = (0) Vi>1.
Da questo segue per esempio il teorema di Maschke? (la dimostrazione &
simile a quella del teorema di Weyl; si veda anche I’esempio 5)
Osservazione 31. Se chiamiamo per ogni n X, = {[z1| - |z,] : z; € G}
allora B, = FX,, (Z|G]-modulo libero su X,,). Nel paragrafo 2.3 abbiamo
costruito un’equivalenza naturale 7 : Homgg (£, A) — &(-,GA) (dove G :
2Ab — & ¢ il funtore dimenticante). Gli insiemi &(X,,, GA) possono essere
considerati come gruppi abeliani con la somma ovvia e a ben vedere 7 ¢
un’equivalenza naturale tra i funtori Homgg(F-, A) : & — Ab e &(-,GA) :
S — 2b. Inoltre possiamo identificare I'insieme X,, con G™; in questo modo
al complesso

0 — Homgyg)(By, A) — Homg(B1, A) —— - - - —— Homy(B,, A)
corrisponde il complesso
0—=6({*},A) —6(G,A) — - —=6(G™, A)
dove se F': G" — A allora
OnF(x1,.. . xps1) =21 F (0, .., Tpyr) +

n

Z(—1>1F<ZE1, D VR 7 A IO 7$n+1) + (-1)nF<I‘1, RN ,%n)

i=1
Questo ci permette di presentare la coomologia di gruppi come la coomologia
di un complesso concreto senza utilizzare il funtore Ext %[013.

2Si veda [Lan02] e [Ser77]
3In alcuni libri la coomologia di gruppi viene definita in questo modo
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5.4 Prodotti semidiretti ed estensioni

Definizione 51. Sia G un gruppo ed A un G-modulo; il prodotto semidiretto
A x G ¢ il gruppo su A x G (prodotto cartesiano di A e G)

con l'operazione (a, g)(a1,q1) = (a + gai, gg1),
inverso (a,9)7' = (=g ta,g71),
e neutro (0,1).

Osservazione 32. Si tratta del solito prodotto semidiretto di gruppi; se G
ed H sono gruppi e ¢ : G — Aut H ¢ omomorfismo il prodotto semidiretto
H x, G ¢ il gruppo su G x H dato da

(b1, g1)(ha, g2) = (h1pg, (h2), g192)-

@ € un’azione di G su H e se H e abeliano ha una struttura di G-modulo
indotta da ¢ e i due prodotti semidiretti definiti coincidono.

Se GG e un gruppo ed A ¢ un G-modulo la seguente successione di gruppi
¢ esatta 4
l—=A—>AxGr>G—1
Questo e il primo esempio di estensione di G tramite A.
Dato un gruppo G ed un gruppo abeliano A consideriamo una successione
esatta di gruppi

1 A—>F G—->1

Sia s : G — FE una qualunque funzione tale che ps = ids (cioe una sezione).
Facciamo agire G su iA = A nel seguente modo:

gia = s(g)ias(g)™"
iA = Kerp = iA<FE e quindi g(ia) € iA per ogni g € G. Ma vogliamo anche
che valga

h(gia) = (hg)ia

verifichiamolo: hg = p(s(hg)) ma h = p(s(h)), g = p(s(g)) e dal fatto
che p & omomorfismo p(s(hg)) = hg = p(s(h))p(s(g)) = p(s(h)s(g)) ed
s(hg)s(h)ts(g)™' =id € Kerp = iA. Quindi (hg)(ia) = s(hg)ias(hg)™' =
s(h)s(g)(ia’)(ia)(ia’)"ts(g)'s(h)~!. E dal fatto che iA = A ¢ abeliano ab-
biamo (ia’)(ia)(ia’) ™t =ia e (hg)(za) = s(h)s(g)(ia)s(g)~'s(h)~' = h(g(ia)).
Osservazione 33. L’azione di G non dipende dalla sezione scelta. Infattise ¢ :
G — E ¢ un’altra sezione allora per ogni g € G p(s(g)) = g = p(t(g)) e quindi
Hg)s(g) = ia’ € Kerp = iA ed s(g)(ia)s(g) ™ = t(g)(ia’)(ia) (ia')t(g) " =
t(g)(ia)t(g)~' (dove I'ultima uguaglianza, come prima, viene dal fatto che i A
¢ abeliano).
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Definizione 52. Dato un gruppo G ed un G-modulo A, un’estensione di G
tramite A & una successione esatta di gruppi

1 A E G 1

in cui I'azione di G su A costruita come sopra coincide con la struttura di

G-modulo di A.

Definizione 53. Due estensioni si dicono equivalenti se esiste un morfismo
E — FE’ tale che il seguente diagramma commuti

Come nel caso delle estensioni di moduli tale morfismo e un isomorfismo
e quindi quella data e una relazione d’equivalenza.

Indichiamo con M (G, A) I'insieme delle classi di equivalenza delle esten-
sioni di G tramite A.

Osservazione 34. Se G & abeliano possiamo considerare le estensioni di GG
come Z-moduli E(G,A). Se consideriamo A come lo Z[G]-modulo banale
abbiamo che E(G, A) C M (G, A) ma in generale I'inclusione ¢ stretta, infatti
le estensioni in E(G, A) coinvolgono soltanto gruppi abeliani.

Osservazione 35. Se G ¢ un gruppo ed A un G-modulo la successione

(dove A x G indica il prodotto semidiretto) ¢ un’estensione.

Infatti scegliamo la sezione s : G — A x G,g — (0,g). Allora g(a,1) =
(0,9)(a,1)(0,9)"* = (g9a,9)(0,97") = (ga, 1), cioe Pazione indotta su A dalla
successione ¢ la stessa che G aveva su A come G-modulo.

Si dice che un’estensione spezza se ¢ equivalente a questa successione (ed
in effetti in questo caso la sezione s € un omomorfismo).

FEsercizio 24. Sia
1 A E G 1

e’
S

un’estensione. Dimostrare che se la sezione s ¢ un omomorfismo allora la
successione spezza.
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Dimostrazione. Costruiamo un omomorfismo ¢ : A x G — FE che faccia
commutare il diagramma

l—A—AXxG——>G—1

|

1 A——F G 1
i ~__—

S

Definiamo ¢(a, g) = i(a)s(g); ¢ & omomorfismo, infatti

¢((a1,91)(az, g2)) = ¢(ar + gias, g192) = i(a1)i(g1a2)s(g192) =

) =
i(a1)s(g1)i(az)s(g1) " s(g1)s(g2) = i(a1)s(g1)i(az)s(g2) = (g1, a1) (g2, a2)
)

Inoltre p o w(a, ) = p(i(a))p(s(g) = g ¢ ¢ o ila) = p(a,1) = i(a), ciot il
diagramma commuta. ]

Vogliamo arrivare a dire che H?*(G, A) classifica le estensioni di gruppi.
Consideriamo l’estensione

1—A—>pg-Ltsqg 1
S

dove s : G — E e una sezione; definiamo

F:GxG—iA=A
(,y) = s(x)s(y)s(zy) !

Osserviamo che p(s(z)s(y)s(zy)™') = 0 = s(z)s(y)s(zy)™! € Kerp = iA.
Ora abbiamo (in notazione moltiplicativa)

zF(y, ) (wy, )+F($ yZ) (9:,
(s(x)s(y)s(2)s(yz)""s(z) ") (s(z s(zyz)”
(s(z)s(y :Uyz) Y (3( y) )
(5(2)s(y)s()s(y2) " s(x) D) (s<asyz s
(s<x> P 1 (stay)siy) sl) )

(s(z )s(zyz)~") (s(zyz)s(z) " s(zy)
(s(zy)s(y) 18(1’)_1) (s(@)s(y)s(2)s(y ) 18(1’)_1
s(w)s(yz)s(2) " s(y) " s(y)s(2)s(yz)"s(z)

Dove le parentesi commutano perché ¢A e abeliano.
Ma allora F' € un 2-cociclo.

H\_/\_/
I L

,_.
~—

SN—
L
SN—

o
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Esercizio 25. Se si sceglie un’altra sezione si ottiene una funzione F' che
differisce dalla prima per un cobordo (un cobordo & F(z,y) = zg(y) —g(xy)+
g(x) con g : G — A funzione).

Dimostrazione. Siano s,t : G — E due sezioni e definiamo g : G — iA = A
come g(x) = s(x)t(z)~! (osserviamo che po g(x) = e = g(x) € iA); siano
F(z,y) = s(x)s(y)s(zy)~" e H(z,y) = t(x)t(y)t(zy)", allora

Fa,y) — H(z,y) — 0g(z,y) =

(s(x)s(y)s(zy) ) (t@)t(y)t(zy) ")~

) (zy) ™) H(s(@)t(z) ™)) =
yIt(y) i

)t
(s(x)s(y)s(zy) ™) (E(zy)tly) t(z) )
(t(z)s(z) ") (s(zy)t(zy) ™) (s(x)t(y)s(y) ($) =
(s(x)s(y)s(zy) ") (s(zy)t(zy) ) (E(xy)t(y)t(z) )
(t(z)s(z) ") (s(x)t(y)s(y) ts(z)™!) =
s(@)s(y)t(y) " t(y)s(y) " s(x) ™ =e.

e siano s : G — E ed s’ : G — E’ sezioni, allora ¥~! o s’ & una sezione di
p e quindi i cocicli i to FeitodtoH =4 "o H differiscono per un
cobordo (dove F(z,y) = s(x)s(y)s(xy) ™t e H(z,y) = s'(x)s'(y)s' (zy)~!). In
particolare estensioni equivalenti inducono lo stesso elemento di H?(G, A).

Teorema 75. La costruzione descritta sopra definisce una corrispondenza
biunivoca

H*(G,A) « M(G, A)

ed in questo modo si pud mettere su M(G, A) una struttura di gruppo
abeliano.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che la corrispondenza ¢ ben definita;
cioe non dipende dalla sezione scelta e dal rappresentante nella classe di
equivalenza di estensioni.
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Costruiamo un’inversa. Sia F': G x G — A un cociclo; possiamo supporre
che sia F(x,1) = F(1,z) = 0, infatti consideriamo f : G — A definita da
f(z) = F(1,z) edefiniamo F' = F—0f, dalla condizione di cociclo otteniamo

6’F(x1,ac2,x3) = I‘lF(IQ, Ig) — F($1I2, 1’3) + F((L’l, 1’2373) — F(l’l,l’g) = 0
e ponendo =1 = 1, 29 = x, 3 = y otteniamo F(1,z) = F(1,xy) mentre
ponendo x; = x, x5 =y, v3 = 1 otteniamo zF(y,1) = F(zy,1). Ora
F/<£Ij',y) = F(l’,y) - xF(LZ/) —i—F(l,xy) - F<17x> = F(l‘,y) —.Z'F(l,y)
da cui abbiamo immediatamente che F'(1,y) = 0 mentre F'(z,1) = F(z,1)—
zF(1,1) = 0.

Fissato un cociclo F' : G x G — A tale che per ogni g € G F(g,1) =
F(1,g9) = 0, definiamo la seguente struttura di gruppo su Ax G (e indichiamo
il gruppo ottenuto con A X G):

(a1, g1)(az, g2) = (a1 + graz + F (g1, 92), 9192)
dobbiamo verificare che quello definito ¢ veramente un gruppo:

- Vediamo ’associativa.

((a1, g1)(az, g2))(as, g3) = (a1 + graz + F(g1, 92), 9192)(as, g3) =
(a1 + graz + g192a3 + F(g1, 92) + F(9192, 93), 919293)

(a1, 91)((a2, g2)(as, g3)) = (a1, 91)(a2 + gaas + F'(g2, 93), 9293) =
(a1 + gra2 + gr92a3 + 91F (92, 93) + F(g1, 9293), 919293)

e dalla condizione di cociclo otteniamo F'(g1, g2)+F (9192, 93) = g1F (g2, 93)+

F(g1,92953)-
- Vediamo il neutro.

(a,9)(0,1) = (a + g0+ F(g,1),9) = (a,9)
(0,1)(a,9) = (0+ la+ F(1,9),9) = (a,9)

- B adesso l'inverso.

(a,9)(=9g'a=F(g7',9),97") =(a—a—gF(g7", g) + Flg,971),1) =
(F(g,97") —gF(g7",9),1)

(g la—F(g~ ,g) “Na,g) =
(—9la+gla—F(gt9)+ F(g™9),1) = (0,1)

ma dalla condizione di cociclo abbiamo che gF(g7', g) — F(1,9) +
F(g,1) = F(g,97") = gF(97",9) — F(g,97") = 0.
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Definiamo p : A xp G — G come p(a, g) = g (¢ chiaramente omomorfismo)
edi: A— AxpG comei(a) = (a,1); i € omomorfismo, infatti i(aq)i(as) =
(a1,1)(ag, 1) = (a1 + ag + F(1,1),1) = (a1 + a,1) = i(a; + az) ed & chiaro
che la seguente successione ¢ esatta

l—A— A, Gl s —>1

Dobbiamo ancora dire che questa mappa H*(G,A) — M(G, A) & ben defi-
nita, cioe che a cocicli equivalenti corrispondono estensioni equivalenti. Sia
[F'] = [F] con F'(g,1) = F'(1,9) = 0 per ogni g € G. Ora F' = F +0f e
0="F'(l,9)=F(1,9)+0f(1,9) =0f(1,9) = f(9)—f(g)+f(1) = f(1). Con-
sideriamo la mappa ¢ : Axp G — AXpG definita da p(a, g) = (a+ f(9), 9).
¢ ¢ omomorfismo, infatti

p(ar, g1)plaz, g2) = (a1 + f(g1), 91)(az + f(g2), g2)
(a1 + graz + f(g1) + 91f(g2) + F (91, 92), 9192)

(a1 + graz + F(g1, g2) + 0f (g1, 92) + f(9192), 9192)
(a1 + grag + F'(g1, 92) + [(9192), 9192) =

p(ar + graz + F'(g1, 92), 9192) = ¢((a1, g1)(az, g2))-

e adesso e facile vedere che il seguente diagramma commuta

l—A— S Axp GG —1

|

l—=A——+AxpGy—>G—=1

infatti (i'(a)) = ¢(a,1) = (a + f(1),1) = (a,1) = i(a) e p'(p(a,9)) =
pla+ f(g),9) =9 =plag).

Resta soltanto da vedere che le due mappe sono I'una inversa dell’altra.
Sia [F] € H*(G, A), scegliamo come sezione la mappa s : G — A xp G,
s(g) = (0, g). All’estensione ottenuta ¢ quindi associato il cociclo

s(z)s(y)s(zy) ™ = (0,2)(0,y)(0,zy) " =
(F(z,y), zy)(—F((zy) " zy), (xy) ")
(F(x,y) — xyF((xy)" zy) + F(ay, (zy)~1),1) = (F(z,y),1)

che & proprio F. Sia invece E estensione in M (G, A), s : G — E sezione ed
F(z,y) = s(x)s(y)s(zy)~" il cociclo associato. Scegliendo s(1) = 1 si ha che
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F(z,1) = F(1,y) = 0 e possiamo costruire l'estensione A xp G.

l—A—2Axp Gl sg—>1

i“a

|—>A———E———G

—_

definiamo ¢(a, g) =i(a)s(g). ¢ € omomorfismo, infatti

©((a1, g1)(az, g2)) = @(ar + gias + F(g1, 92), 9192) =
i(a1)s(g1)i(az)s(g1) " s(g1)s(g2)s(g192) " 5(g192) =
i(a1)s(91)i(az)s(g2) = @(ai, g1)p(az, g2)

e siccome s(1) = 1 il diagramma commuta. O
Osservazione 37. Lo zero di M (G, A) & rappresentato dalla successione split
]l —A—AXxG—G——1

Osservazione 38. Se G agisce banalmente su A H?(G, A) classifica le esten-
sionl

1 A E G 1
dove A ¢ centrale (cioe 1A < Z(E)).

5.5 Cambio di anelli

Sia ¢ : A — A’ un omomorfismo di anelli. Se M & un A’-modulo possiamo
mettere su M una struttura di A-modulo nel seguente modo

AeAmeM Im=qpAm.
In questo modo si definisce un funtore Uy : My — My.
Teorema 76. Siano A, A’ anelli ed U : My — M, funtore

(1) Se U ha un aggiunto sinistro F' : 9%y, — 9, e preserva le mappe
surgettive, allora F' manda proiettivi in proiettivi.

(2) Se U ha un aggiunto destro F : 9y — My e preserva le mappe iniettive;
allora F' manda iniettivi in iniettivi.
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Dimostrazione. Sia P € 9T, proiettivo e consideriamo
FP
l@

A B 0

€

F 4 U e quindi possiamo costruire il seguente diagramma dove 1 ¢ un’equi-
valenza naturale.

Hom(FP, A) “£4 Hom(P, U A)
(id,s)i l(id,U&)
Hom(F'P, B) - Hom (P, UB)

Applicando 7 otteniamo

dove Ue e surgettiva perché U preserva le mappe surgettive. Allora ¢ =
npp(MpeY) = Npp(Us o)) = € onph(¥) (dove I'ultima uguaglianza viene
dalla naturalita di ) e quindi

FP
n;sz/l

@
A——DB 0

L’altro punto ¢ analogo, consideriamo i seguenti diagrammi

1
7 7
ne1(v¥) Y Tcp ib/ TWA}(‘»O)

B~r—A~—0  UB=—UA<—0
Dove 1 : MA(U-,-) — Mu (-, F+) & equivalenza naturale e np;(¢) o v =
nar(v o Uv) = nar(ny; (9) = ¢. O

Sey: A — A’ € omomorfismo allora U, manda mappe surgettive in mappe
surgettive (perche se ¢ € Homy (M, N) allora y(¢) = ¢ come omomorfismi
di gruppi abeliani e quindi come funzioni).

U, si chiama funtore di cambiamento di anello. Se consideriamo A’ come
A-modulo destro possiamo costruire per ogni M € 9 il gruppo abeliano
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A ®p M. Su questo possiamo mettere una struttura di A’-modulo sinistro
nel seguente modo:

AL(Ay @xm) = (AAY) @a m.
Proposizione 77. U, ha come aggiunto sinistro il funtore

F:i)JTA—>9ﬁA/
Ml—>Al®AM

Dimostrazione. Dobbiamo costruire un’equivalenza naturale 1 : Homp: (A’®
-,-) — Hompa(-,U,-). Sia ¢ : A’ ®y A — B omomorfismo di A’-moduli,
definiamo n4p(¢)(a) = ¢(1 ® a). Osserviamo che nap(y) € un omomorfismo
di A-moduli, infatti & chiaramente omomorfismo di gruppi abeliani e

n(e)(Aa) = (1@ Aa) = p(v(A) ® a) = y(N)p(l ® a) = An(p)(a).

Inoltre n & naturale, infatti siano a: A’ — A e §: B — B’ e consideriamo il
quadrato

Homy (A @, A, B) 22—~ Homy (A, U, B)

(aﬁ)l J/(aﬂ)

Homy (A" ®@p A', B'),——= Homy (A, U, B')
Sia ¢ : N @y A — B, allora (a,3) o nap(p)(d’) = B onap(p)(ald)) =
Bop(l®ald)), mentre nap o (o, 3)(p)(a') = nap(Bopo(id®a))(d) =
Bop(l®alad)).

Vediamo che n ¢ un’equivalenza. Definiamo 45 : Homa(A,U,B) —
Homp/ (A @7 A, B) come E45(00) (N @ a) = Ni(a). Orase ¢ : N @y A — B
Eaponap(p)( N ®@a) = Nnap(p)(a) = Np(l®a) = p(N®a)esep : A — U,B
allora nap 0 Eap(¥)(a) = £ap(¥)(1 @ a) = ¥(a). Percid Eap = nyp. N

Adesso consideriamo A’ allo stesso tempo come A-modulo sinistro (e quin-
di possiamo costruire il gruppo abeliano Homy (A’, M)) e come A’-modulo
destro. Possiamo quindi mettere su Homy (A’, M) la struttura di A’-modulo
sinistro definita da:

N(N) = (N X).

Proposizione 78. U, ha come aggiunto destro il funtore

F . DJTA — E)JTA/
M — Homy (A, M)
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Dimostrazione. E una generalizzazione del teorema 21. Definiamo nap :
Homy (U,A, B) — Homy/ (A, Homy (A, B)) come nap(p)(a)(N) = ¢(Na) e
come nel teorema 21 si dimostra che nap(p)(a) € Homp(A', B) e nap(p) €
Homp (A, Homa (A, B)).

Definiamo anche U'inversa {45 : Homa/ (A, Homy (A’, B)) — Homy (U, A, B)
come £4p(1)(a) = ¥ (a)(1) e come prima il fatto che £4p sia ben definita e
che &4 = 77;}3 ¢ analogo al teorema 21. O

Corollario 79. (1) Se A’ ¢ un A-modulo sinistro proiettivo (attraverso =)
allora U, manda proiettivi in proiettivi.

(2) Se A’ & un A-modulo destro piatto (attraverso ) allora U, manda iniettivi
in iniettivi.

Dimostrazione. (1) U, & aggiunto sinistro di F e F' = Homy (A’, ) preserva le
mappe surgettive perché A’ & proiettivo come A-modulo e si puo applicare
il teorema 76 (scambiando U ed F nell’enunciato).

(2) U, ¢ aggiunto destro di F' = A’'®, - e siccome A’ & piatto come A-modulo
F preserva le mappe iniettive e applichiamo il teorema 76.
O

Proposizione 80. Sia U < G, allora Z[G] ¢ uno Z[U]-modulo libero attra-
verso I'immersione v : Z[U] — Z[G].

Dimostrazione. Z[G] ¢ il gruppo abeliano libero su G, ma G = UUxzx dove
Ux varia tra le classi laterali destre di U in GG. Allora come gruppo abeliano
Z|G] = ®Z[U]y, dove Z[U]y. ¢ il gruppo abeliano libero su Uz. Pero Z[U]y,
¢ lo Z[U]-modulo libero su {z} e quindi Z|G] = @y, Z[U] come Z[U]-modulo.

]

Applicando il corollario 79 si ha immediatamente il seguente:

Proposizione 81. Ogni Z[G]-modulo proiettivo (iniettivo) ¢ uno Z[U]-modulo
proiettivo (iniettivo).

Osservazione 39. Se G ha un elemento z di m-torsione (cio¢ se G contiene
una copia isomorfa di C,,) non possono esistere risoluzioni Z[G]-proiettive
finite di Z come Z|G]-modulo banale perché altrimenti cambiando gli anelli
con l'inclusione 7 : (x) — G si ha una risoluzione Z[C,,]-proiettiva finita di Z
(che non puo esistere per 'esercizio 20).

Teorema 82. Se F ¢ il gruppo libero su S, allora I'F' & lo Z[F|-modulo libero
sull’insieme S — 1 ={s—1: s € S}.
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Dimostrazione. Mostriamo che, se M & un Z[F]|-modulo, ogni funzione f :
S —1 — M si estende in modo unico ad un omomorfismo f: IF — M.
L’unicita segue immediatamente dal fatto che S—1 € un insieme di generatori
per IF (come Z[F]-modulo).

Sia M x F' prodotto semidiretto e consideriamo le proiezioni p : M X F' —
Feq:MxF — M (osserviamo che p &€ un omomorfismo di gruppi mentre
g non lo &). Dal fatto che f & libero su S sappiamo che esiste un unico
omomorfismo f : F' — M x F tale che per ogni s € S f(s) = (f(s — 1), s).
Osserviamo anche che po f = idp (perché coincidono sui generatori); vogliamo
mostrare che f = go f ¢ una derivazione:

(flay),zy) = Flzy) = F@)Fy) = (F(@),2)(F@),y) = (f(2) +2f(y), 2y)

e quindi f(zy) = zf(y) + f(z). Con le notazioni del teorema 70 abbiamo
un isomorfismo (naturale) 7y : Der (F, M) — Homgg (I F, M) ed na(f)(s —

1) = f(s) = f(s — 1); ciot m(f) estende f. O

Corollario 83. Se F' ¢ un gruppo libero, per n > 2, H*(F, A) = H,(F, A) =
0.

Dimostrazione. Basta osservare che
0—=IF——Z[F|—7—0

¢ una risoluzione Z[F]-libera di Z. O
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Coomologia delle algebre di Lie

Definizione 54. Sia K un campo. Un’algebra di Lie g € uno spazio vettoriale
su K insieme con un’applicazione bilineare

[,-]:igxg—g
detta bracket che soddisfa le condizioni
(1) [I7 Z‘] - 07

(2) Hmvy]v Z] + [[z,x],y] + [[ya Z]7$] =0.

La seconda condizione ¢ detta identita di Jacobi. Osserviamo che da
queste condizioni e dalla bilinearita del bracket si ottiene [z,y] = —[y, x].

Un omomorfismo di algebre di Lie ¢ una funzione f : g — b che sia
K-lineare e verifichi

f(lw,9]) = [f(2), f(»)]:

Esempio 22. Le seguenti sono algebre di Lie
- gl(n, K) (matrici n x n) con il prodotto [A, B] = AB — BA;
- sl(n,C) (matrici a traccia nulla);
- so(n, C), so(n,R) (matrici che verificano AT = —A);
- su(n,C) (matrici che verificano Al = —A).

Ad ogni gruppo di Lie ¢ associata un’algebra di Lie come spazio tangente!; ad
esempio al gruppo GL(n,C) & associata l'algebra gl(n,C) con I'applicazione
e: gl(n,C) — GL(n,C) (I'esponenziale di matrici).

1Si veda [BM75]
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Si puo dimostrare che se char K = 0 ogni algebra di Lie si puo immergere
in un qualche gl(n, K).

Definizione 55. Un ideale in un algebra di Lie g ¢ un sottospazio I C g tale
che
Veeguyel: [z,ylel.

Esempio 23. Consideriamo 'algebra delle matrici triangolari superiori; le
matrici strettamente triangolari superiori (cio¢ quelle con diagonale nulla)
formano un ideale.

Definizione 56. Un’algebra di Lie g si dice abeliana se per ogni x,y € g
[z,y] = 0.

Nelle algebre di matrici questo vuol dire AB = BA (da cui il nome
abeliana).

6.1 Algebra inviluppante universale

Vogliamo definire I'analogo del group ring Z[G] nel contesto delle algebre di
Lie.

Algebra tensoriale Sia V' uno spazio vettoriale su K, definiamo pern > 1

T.V=V&xV&k  &kV

n volte

eToV = K. L’algebra tensoriale associata a V' & lo spazio vettoriale ®,,enT),V
con il prodotto definito da

(VR QU)W R Quwy) =11 R QU QW R+ Ry, € TV

Il funtore 7 : Vx — Alg, ¢ aggiunto sinistro del funtore dimenticante
Wlg — V.

L’algebra tensoriale ¢ la K -algebra libera su V'; cioe per ogni K-algebra
A ed applicazione lineare f : V' — A esiste un’unico omomorfismo di algebre
Tf:TV — A che estende f. Infatti per ogni n

T @ ®@uv,) = f(vr)f(va) -+ f(vn)

e multilineare in vy, ..., v, e quindi definisce un’unica mappa lineare T,,V —
A e poi si usa la proprieta universale della somma ottenendo una mappa
lineare T'f : TV — A che (si vede facilmente) ¢ un omomorfismo di algebre.
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Definizione 57. Se g e un’algebra di Lie, ’algebra inviluppante universale
associata ad g e l'algebra Ug = T'g/I dove I C Tg e l'ideale generato dagli
elementi

I®y—y®l‘—[$,y], r,eg.

In pratica introduciamo su T'g le relazioni [z,y] = 2 @y —y®z. Ug
¢ un’algebra associativa con unita ma possiamo metterci una struttura di
algebra di Lie con il prodotto

[v,w] = vw —wv, Yv,weUg

(questo si puo fare con ogni algebra associativa). In questo modo (per via
delle relazioni introdotte) l'inclusione g — Tig — Ug € un omomorfismo
di algebre di Lie. Si pud dimostrare il seguente (per una dimostrazione si
veda [Jac79])

Teorema 84. L’inclusione g — Ug e un’immersione di algebre di Lie.

Definizione 58. Un’algebra di Lie g agisce su di uno spazio vettoriale V' se
esiste un omomorfismo di algebre di Lie

g — End (V)
dove End (V') & un’algebra di Lie col bracket [p, 1] = p o) —1ho .

Uno spazio vettoriale V' si dice g-modulo se g agisce su V. In questo
caso l'azione di g su V si estende ad un omomorfismo di algebre di Lie Ug —
End (V). Infatti essa si estende ad un omomorfismo di algebre T'g — End (V)
che conserva il prodotto bracket (se mettiamo su T'g la solita struttura di
algebra di Lie) e il fatto che g — End (V') sia un omomorfismo di algebre di
Lie fa si che 'omomorfismo T'g — End (V) rispetti le relazioni e quindi passi
al quoziente definendo un omomorfismo Ug — End (V). Cioe, in analogia con
il caso dei gruppi, le nozioni di g-modulo e di Ug-modulo sono equivalenti. Se
V' e un qualunque K-spazio vettoriale possiamo mettere su V' la struttura di
Ug-modulo banale, cioé quella ottenuta prendendo come azione g — End (V')
la mappa nulla.

Definizione 59. La mappa ¢ : Ug — K, definita da ¢(z) = 0 Va € g si
chiama augmentazione; Ig = Kere si dice ideale di augmentazione.

Chiamiamo i : g <— Ug I'immersione; allora I'g = (i(g)).
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6.2 Coomologia delle algebre di Lie

Definizione 60. Se A ¢ un Ug-modulo definiamo la coomologia di g a
coefficienti in A come

H"(g, A) = Extp,(K, A)
dove K ¢ lo Ug-modulo banale.
Esempio 24. In analogia con il caso dei gruppi si ha
H%g,A) = A®={a € A: va=0Vr € g}
gli elementi di A? sono gli invarianti per l'azione di g.

Definizione 61. Un’applicazione lineare d : g — A € una derivazione se per
ogni r,y € g
d([z,y]) = zd(y) — yd().
Una derivazione interna € un’applicazione lineare d : g — A tale da €
AVx €g: d(x) = za.
Osservazione 40. H"(g, A), Der (g, A) e IDer (g, A) sono K-spazi vettoriali.
Ancora una volta abbiamo che H'(g, A) = Der (g, A)/IDer (g, A).

H?(g, A) classifica ancora delle estensioni. In particolare ci interessano le
successioni esatte del tipo

p

0 A——=h g 0

dove i e p sono omomorfismi di algebre di Lie ed A & un’algebra abeliana.
Come per i gruppi g agisce su A; sia s : g — h una sezione lineare di p (che
esiste perché g ed b sono spazi vettoriali). Definiamo I’azione di g su A come

gi(a) = [s(g),i(a)].

Osserviamo che 1A = Ker p ¢ un’ideale di b e quindi gi(a) € iA. Tale azione
non dipende dalla sezione scelta, infatti se t : g — b € un’altra sezione, allora
per ogni g € g t(g) = s(g) +i(a’) e per ogni a € A [t(g),i(a)] = [s(g) +
i(a'),i(a)] = [s(g),i(a)] + [i(d'),i(a)] ma [i(a'),i(a)] = i([a’,a]) = i(0) =0

perché A e abeliana.

Definizione 62. Un’estensione di g tramite un g-modulo A € una successione
esatta di algebre di Lie

p

0 A——=} g 0

dove A e considerata come algebra abeliana e 1'azione di g su A indotta dalla
successione coincide con la struttura di g-modulo di A.
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Anche qui definiamo il prodotto semidiretto tra un g-modulo A e g come
I’algebra di Lie sullo spazio vettoriale A x g definita da

(a1, 91), (a2, g2)] = (g1a2 — gaay, [91, g2]).
Questo ci permette di definire 1’estensione split di g tramite A:
0—A—AXg—=9—>0
che ¢ una successione esatta di algebre di Lie. Come al solito definiamo due

estensioni equivalenti se esiste un omomorfismo di algebre di Lie h; — by
tale che il seguente diagramma commuti

0 A b1 g 0

|

0 A b2 g 0

Indichiamo ancora con M(g, A) I'insieme delle estensioni di g tramite A mo-
dulo equivalenza. Si puo dimostare il seguente (per una dimostrazione si

veda [HS97])

Teorema 85. Siano g un’algebra di Lie ed A un g-modulo; esiste una
corrispondenza biunivoca H?(g, A) < M(g,a)

6.2.1 Risoluzione speciale
Possiamo costruire una risoluzione g-libera di K, visto come g-modulo banale,
“molto conveniente”.

Sia g algebra di Lie e V' il suo spazio vettoriale sottostante. Utilizziamo
la seguente notazione Se v A --- Av, € A"V scriviamo

VIA Ay = (U1, ..., 0p)
eseu® (vy A+ Av,) €W Rk A"V scriviamo
uU® (v A Avy) = ulvg, ..., vp)

Costruiamo il complesso

Ch Ch Co——=K 0

120



Algebre semisemplici e risolubili

dove pern>1C, =Ug®x \"V, Cy = Ug, € ¢ Paugmentazione e il bordo
e definito da

n

On(r, ) = Y (1) haglwy, o Eyy o wn) +

=1

S (0w ag] wr, B ),

1<i<j<n

Osserviamo che Ug e un Ug-modulo nel solito modo e 0, basta definirla
sugli elementi del tipo (z1,...,z,) perché imponiamo che sia una mappa di
g-moduli.

Si dimostra? in modo non difficile ma molto laborioso che questa ¢ una
risoluzione libera di K.

Corollario 86. H*(g, A) =0, Vs > dimg + 1.

6.3 Algebre semisemplici e risolubili

In questa sezione K ¢ un campo a caratteristica 0 ed A un g-modulo di
dimensione finita.

Definizione 63. Un’algebra di Lie si dice semisemplice se non ha ideali
abeliani (eccetto (0)).

Un’algebra di Lie g puo essere vista come g-modulo tramite ’azione (su
se stessa) definita da

xy = [z,y].
In questo modo gli ideali sono tutti e soli i g-sottomoduli. Per i seguenti
teoremi si puo vedere [Jac79] e [HS97].

Teorema 87. Un’algebra di Lie semisemplice ¢ somma diretta di ideali che
sono semplici (come algebre di Lie), cioé che non hanno ideali propri:

g=01®---®bh,
e la somma diretta ¢ (anche) somma di algebre di Lie.

Teorema 88. Sia g un’algebra di Lie semisemplice ed A un g-modulo di
dimensione finita semplice e non banale, allora

(g, A) =0 VYg=0

2si veda [HS97]
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6.3.1 Lemmi di Whitehead

Proposizione 89 (Primo lemma di Whitehead). Se g ¢ semisemplice ed A
¢ un g-modulo di dimensione finita, allora H'(g, A) = 0.

Dimostrazione. Per assurdo, sia A un g-modulo di dimensione minima (e
finita) tale che H'(g, A) # 0. Supponiamo che A non sia semplice, allora
esiste un ideale A" C A con A" # (0) e possiamo considerare la successione
esatta

0 A A AJA —0

Passando alla successione esatta lunga in omologia abbiamo

- —=H'(g, A) —= H'(g, A) —= H'(g, A/JA') —- -

ma dim A’,dim A/A" < dim A e quindi H'(g,4") = H'(g,A/A") = 0 =
H'(g, A) = 0 che ¢ assurdo.

Quindi A e semplice e per il teorema precedente ¢ anche banale. Ora
H'(g, A) = Der (g, A)/IDer (g, A) ma A banale = IDer (g, A) = (0) e quindi
H'(g, A) = Der (g, A).

Ora se d : g — A & una derivazione, d([x,y]) = xd(y) — yd(x) = 0 perché
A ¢ banale. Percio Der (G, A) = Homg(g/[g, 9], A). g ¢ semisemplice quindi
g=b1 &b, con gli h; semplici. Se ¢ # j allora [h;,h;] =0, da cui

[gag] = [hl, hl] DD [bn7 hn]

Se fosse [h;, h;] = 0 b; sarebbe un ideale abeliano e questo non & possibile
perché g ¢ semisemplice, allora (h; ¢ semplice) [b;, h;] = h;. Percio

eg/lg,0) =0= H'(g,A) = Der (g, A) = 0 che ¢ assurdo. O

Definizione 64. Un g-modulo A si dice riducibile se ¢ somma diretta di
g-moduli semplici.

Teorema 90 (Weyl). Se g ¢ semisemplice ogni g-modulo A di dimensione
finita e riducibile.

Dimostrazione. Per induzione su dimg A; se dimg A = 1 A e gia semplice
e va bene. Vediamo il passo induttivo, se A ¢ semplice non c’¢ nulla da
dimostrare. Sia A” C A un g-sottomodulo e consideriamo la successione
esatta (dove A" = A/A")

0 A —= A A" 0
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Allora la successione
0 —> Homp (4", A") —= Homg (A, A') > Homg (A, A') — 0

¢ esatta (si tratta di spazi vettoriali). Se A e B sono g-moduli possiamo
mettere una struttura di g-modulo su Homg (A, B) nel seguente modo (dove
f:A— Bedzxeg)

(zf)(a) = xf(a) — f(za)
e in questo modo la successione sopra diventa una successione esatta di g-
moduli. Gli invarianti di questa azione sono le applicazioni lineari f : A — B
con f(za) = zf(a) per ogni x € g,a € A, cioé gli omomorfismi di g-moduli;
in particolare H°(g, Homg (A, B)) = Homy4(A, B) Adesso consideriamo la
successione esatta in coomologia

0— H g, HomK(A", A)) —— H°(g,Homg (A, A")) —
H(g,Homp (A’ A')) — H'(g, Homg (A", A")) — -

per il primo lemma di Whitehead H'(g, Homg (A", A’)) = 0 e quindi possia-
mo riscrivere la successione come

0 — Homyg(A", A") — Homy,(A, A') "~ Homyg(A', A') — 0

e quindi esiste 0 : A — A’, omomorfismo di g-moduli, tale che v*(§) = dov =
id 4 e la successione

0 A A A’ 0

spezza. In particolare A = A’ @ A" e per ipotesi induttiva A’ ed A” sono
somme dirette di g-moduli semplici. ]

Proposizione 91 (Secondo lemma di Whitehead). Sia g un’algebra di Lie
semisemplice ed A un g-modulo di dimensione finita, allora H?(g, A) = 0.

Dimostrazione. Per assurdo sia A un g-modulo di dimensione minima tale
che H?(g, A) # 0. Se A non ¢ semplice allora esiste un sottomodulo proprio
A’ C A e possiamo considerare la successione esatta

0 A A AJA 0

e come nel primo lemma di Whitehead passando alla successione esatta in
coomologia ed osservando che H?(g, A’) = H?*(g, A/A") = 0 per minimalita
di A si ha che H%(g, A) = 0 che ¢ assurdo.
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Dunque A & semplice e per il teorema 88 deve essere banale e quindi
A = K (tutti i sottospazi sarebbero g-moduli). Noi sappiamo che H?(g, K)
classifica le estensioni, percio ci basta dimostrare che ogni estensione di g
tramite K spezza. Consideriamo

p

0 K——=} g 0

Sia s : g — b una sezione lineare di p. s induce su iK l'azione banale ma
possiamo fare agire g su tutto b nel seguente modo

xh = [s(z), h]

Osserviamo che 'azione & ben definita; bisogna infatti che g — End g (h) sia
un omomorfismo di algebre di Lie, cioe che per ogni z,y € g,h € h valga
([, 8]), B] = [15(2), s()], A); ma 5((z,4]) = [s(2), 5(x)] + b con k € K e,
come spazi vettoriali, h = K @ s(g). Quindi h = k" 4 s(z) e

[s([z,9]), bl = [[s(2), s(y)], ] + [k, h]

e [k, h| = [k, K']+[k, s(z)] = 0dove [k, k'] = 0 perché K ¢ abelianae [k, s(z)] =
0 perché K e banale.

Con questa azione K ¢ un g-sottomodulo di h e per il teorema di Weyl
ha un complemento diretto, cioe h = K & by come g-moduli. Osserviamo che
b1 ¢ una sottoalgebra di b, infatti [b1, h1] C [b, b1] = [K, b1] + [s(g), b1] = bu
dove [K, b;] = 0 come prima e [s(g), h1] = b1 per definizione dell’azione di g
su b (e per il fatto che h; & un sottomodulo).

Ora possiamo scegliere la sezione s in modo che s(g) C bhy; per ogni
z,y € g chiamiamo k,, € K tale che s([z,y]) = [s(x),s(y)] + kuy, allora
kyy = s([z,y]) — [s(z),s(y)] € h1 N K = kyy = 0 ed s ¢ omomorfismo di
algebre di Lie. In particolare la successione spezza. Il

6.3.2 Il teorema di Levi-Malcev

Definizione 65. Data un’algebra di Lie g la sua serie derivata € la succes-
sione di ideali definita da

900=0, On=[0n-1,0n-1]

g si dice risolubile se esiste n > 0 tale che g,, = 0 e il minimo di tali n si dice
lunghezza derivata di g.

Esempio 25. Dato un campo K, la sottoalgebra di gl(n, K) delle matrici
triangolari superiori € risolubile. Infatti se A = (a;;) € g,, allorai < j+n =
Q5 = 0.
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Lemma 92. Sia 0 — §h — g — i — 0 successione esatta di algebre di Lie,
allora g e risolubile se e solo se lo sono § ed i.

Dimostrazione. Possiamo supporre che sia h C g e i = g/h. Supponiamo che

g sia risolubile e sia n = [(g), allora i, = 7(g,) =0e b, C g, =0.
Viceversa siano i ed h risolubili e n = (), m = I(i). Allora 7(g,,) =

in=0=06,Cbh= gnn ChH,=0. 0

Lemma 93. Se gli ideali a,b C g sono risolubili allora anche a 4 b lo e.

Dimostrazione. Basta considerare la successione esatta 0 — a — a+ b —

b/(anb) — 0. O

Dunque ogni algebra di Lie di dimensione finita ha un ideale risolubile
massimale t. t si chiama radicale di g.

Proposizione 94. Sia g un’algebra di Lie ed ¢ il suo radicale, allora g/t ¢
semisemplice.

Dimostrazione. Sia a/t un ideale abeliano di g/t e consideriamo la succes-
sione
0 t a a/t 0

a/t & abeliano e quindi risolubile mentre t e risolubile per definizione; allora
a ¢ risolubile e a C v; da cui a/t = (0). O

Teorema 95 (Levi-Malcev). Ogni algebra di Lie g di dimensione finita &
I’estensione split di un’algebra di Lie semisemplice tramite il radicale ¢ di g.

Dimostrazione. Per induzione sulla lunghezza derivata di v. Se I(v) = 1
allora [t,t] = 0 ed v ¢ abeliano; in particolare t ¢ un g/t-modulo (I'azione di
g su t passa al quoziente). Ma g/t & semisemplice e per il secondo lemma di
Whitehead H?(g/t,t) = 0; segue che la successione

0 t g g/t 0

spezza. Se invece [(t) > 1 consideriamo il diagramma

0 t g g/t 0

|

0—=t/[v,q] —=g/[t,] —>g/t—0

dove 7 sono le proiezioni al quoziente. t/[t,t] € un g/t-modulo e la seconda
riga ¢ un’estensione. Allora sempre usando il secondo lemma di Whitehead e
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il fatto che g/t € semisemplice si ha che la seconda riga spezza. In particolare
esiste una sezione s : g/t — g/[t,t] che ¢ un omomorfismo di algebre di Lie.
Sia s(g/t) = b/[r,t]; dal fatto che s ¢ iniettivo abbiamo h/[¢, t] = g/t e quindi
e semisemplice ed [v, ] & il radicale di h. Possiamo quindi considerare

Dove la colonna spezza perché [([¢, t]) = [(v)—1 e si applica 'ipotesi induttiva.
Quindi esiste una sezione t : h/[t,t] — b che & omomorfismo di algebre di
Lie. Consideriamo quindi 'omomorfismo t o s : g/t — h C g; chiamiamo
m g — g/[t,t] e m : g/[v,t] — g/t le proiezioni al quoziente, allora m =
oM 1 g — @/t € ancora la proiezione al quoziente e Totos = myomotos =
Ty 08 = idg € t 0 s ¢ una sezione per l'estensione originale che in questo
modo spezza. O]

Teorema 96 (Lie). Sia K un campo di caratteristica 0 e algebricamente
chiuso. Sia g un’algebra di Lie risolubile su K e sia p una rappresentazione
di g su di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita su K. Allora esistono
A, ..., Ay € g° ed una base di V' tali che Vo € g sia

)\1(I) *
plr) = -
0 An ()

Teorema 97 (Ado). Sia K un campo a caratteristica 0, allora ogni algebra
di Lie di dimensione finita possiede un embedding in End V' con V spazio
vettoriale di dimensione finita.

Le algebre di Lie semisemplici su C sono tutte e sole le somme di copie
di so(n,C), sp(n,C), sl(n,C) piu cinque algebre speciali: G, Fy, Eg, E7, Fs.
Questo fatto, insieme ai teoremi precedenti, ci permette di caratterizzare le
algebre di Lie nel caso complesso.
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Cenni sulle successioni spettrali

Definizione 66. Un modulo bigraduato differenziale E su di un anello R &
una collezione di R-moduli E?? con p,q € Z ed un differenziale d : £ — E di
grado (r,1 —r) oppure (—r,7 — 1) che soddisfi d o d = 0.

Definizione 67. Una successione spettrale € una famiglia di R-moduli bigra-
duati differenziali E = (E**,d,) dove r € Z* e d, di grado (r,1—7) per ogni r

(oppure di grado (—r,r—1) per ogni ) e per ogni r vale EX{, = HP(E* d,).

I moduli bigraduati £* si dicono pagine. Una successione spettrale si

dice di primo quadrante se per ogni r € ZT p < 0o g < 0 = EPM = (.
Osserviamo che una successione e di primo quadrante se e solo la pagina Fj
lo e.
Osservazione 41. Se (E,,d,) (con d, di grado (r,1 —r)) ¢ una successione di
primo quadrante allora per ogni p, ¢ I'elemento EP si stabilizza (cioe esiste
k tale che per ogni r > k, EP? = EP?). Infatti siar > ped r > g+ 1,
allorag+1—r < 0= EFmt—"=0ep—r <0= EP""" =( da cui
EPY, = HP9(E,) = BP9,

Omettendo gli indici in alto chiamiamo Z, = Kerdy, By = Im dy (quindi
Es = 7Z5/Bs), Z3 = Kerds, By = Imds. Orads : Zy/By — Zy/Bs e possiamo
considerare Z3 e B3 come sottomoduli di Z5 ed iterando otteniamo

By CB3C B, C---CZyCZ3C 7y
Definiamo quindi Be, = U2 By, Zoo = N2y Z; ed Eow = Zoo/Boo-

7.0.3 Moduli filtrati differenziali

Definizione 68. Una filtrazione F di un R-modulo A & una famiglia di
sottomoduli FPA = FP con p € Z tale che

- CFPPLCFPCFPIC. C A
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Questa e una filtrazione discendente, in modo analogo si definiscono le
filtrazioni ascendenti.

Esempio 26. Sia A = Z ed FPZ = 2PZ; questa e una filtrazione infinita a
sinistra ma finita a destra.

...CFPZC..-CF'Z=12.

Definizione 69. Il modulo graduato associato ad una filtrazione ¢ definito
come EY(A) = FPA/FP1A (o, nel caso di una filtrazione ascendente Ef(A) =
FPA/FPLA).

Supponiamo di lavorare con spazi vettoriali (cioe R € un campo) e di
avere una filtrazione finita (F° = A, FN*! = (), allora dalla successione
esatta 0 — F!' — FY — E%A) — 0 (che spezza perché gli oggetti sono spazi
vettoriali) abbiamo che A = F° = EJ(A) @ F' ed iterando A = & Ef(A).

In generale pero non e detto che si possa ricostruire il modulo A conoscen-
do tutti gli Ef(A); potrebbero esserci problemi di estensioni. Se riuscissimo
a ricostruire induttivamente tutti gli F?A allora potremmo ricostruire anche

A.
Sia H* un modulo graduato filtrato possiamo filtrare anche H" definendo

FPH" = FPH*NH"

e possiamo bigraduare il modulo EcH* = @,z FPH* JFPT H* = ®,c, ESH*
nel seguente modo

EPM(H* F) = FPHPT /Pt peta,
Definizione 70. Una successione spettrale (E** d,) converge al modulo
graduato H* se esiste una filtrazione F' di H* tale che E2:? =~ EVY(H* F).
Definizione 71. Un modulo filtrato graduato differenziale ¢ un modulo
(1) A= @5 A, (graduato),
(2) con un differenziale d : A — A di grado 1 o —1 che verifica dod = 0,

(3) con una filtrazione F' di A tale che d : FPA — FPA (cioe d rispetta la
filtrazione).

Vogliamo filtrare la coomologia H*(A), il fatto che d rispetta la filtrazione
ci permette di considerare (FPA,d) come un complesso ed in questo modo
Iinclusione 7 : FPA — A ¢ un morfismo di complessi. Possiamo quindi
considerare i, : H*(FPA,d) — H*(A,d) e definire FPH*(A) = Im i, (questa
applicazione puo non essere iniettiva, ma non importa).
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Teorema 98. Ogni modulo filtrato graduato differenziale (A, d, F) determi-
na una successione spettrale (E**,d,), r = 1,2,... con d, di grado (r,1 —r)
(0, in notazione omologica, di grado (—r,r—1)) ed EV'? = HPT4(FPA/FPTLA).

Inoltre se la filtrazione & limitata (cioe se per ogni grado n esistono s(n) <
t(n) € Z tali che F*M A" = (0 e F*™W A" = A) allora la successione converge
ad H*(A,d) cioe

BR = BYU(HY(A,d)) = FPHP(A,d)/FP (A, d).

Una volta determinati gli E§ si puo tentare di ricostruire H"(A,d) (si
dovranno utilizzare i p, ¢ che verificano p 4+ ¢ = n).

7.0.4 Coppie esatte

Definizione 72. Una coppia esatta e data da due moduli A, B e dai morfismi
a, 3,7 tali che il triangolo

A

= A
N
B
sia esatto.

Esempio 27. Data una successione esatta di complessi

0—=A—2>4-t-pB 0

Possiamo considerare la successione esatta lunga in omologia

*

H*(A) ‘ H*(A)

H*(B)

che e una coppia esatta

Esempio 28 (Bocksten). Consideriamo la successione 0 — Z — Z — Z/pZ —
0 (dove la prima mappa ¢ la moltiplicazione per p) e sia C' un complesso di
gruppi liberi abeliani, allora applicando il funtore C' ®z - otteniamo la suc-
cessione 0 - C ®zZ — C ®zZ — C ®z Z/pZ — 0 che ¢ esatta perché il
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complesso C' e libero. Osservando che C'®77Z = C' e prendendo la successione
esatta lunga in omologia si ottiene

H*(C) H*(C)

v

H*(C ®z Z/pZ)

che € una coppia esatta.

Data una coppia esatta possiamo costruirne un’altra. Sia

D : D
E

coppia esatta di moduli. Definiamo d = jok : E — E; d ¢ un differenziale,
infatti dod = jo(koj)ok = 0. Siano E' = Kerd/Imd, D" = i(d) ed
i' D" — D' i(y) — i(i(y)). Costruiamo quindi

D ——"— D
N
E/

dove j'(i(7y)) = [7(7)] e K'([e]) = k(e). Osserviamo che le mappe sono ben
definite, infatti se i(y1) = i(72) allora v = 71 + k(e) con e € E e [j(12)] =
[7(71)+d(e)] = [j(71)] mentre k(e+d(e')) = k(e)+kojok(e') = k(e), inoltre
e € Kerd = k(e) € Kerj = Imi. Infine il triangolo costruito ¢ esatto,
vediamo perché. Sia i'(i(y)) = 0, allora i(y) = k(e) e d(e) = jo k(e) =
joi(y) = 0;sia ora j'(i(y)) = 0= j(v) = d(e) = j(k(e)) = v = k(e) +i(n)
ed i(y) = iok(e)+i(i(y1)) = 7(i(y1)), inoltre se k'([e]) = k(e) = 0 allora
e=7(y) ele] =4'(i(y)). Quindi (D', E',i,j', k') & una coppia esatta.

Definizione 73. (D', E' i, 7', k') si dice coppia derivata di (D, E,1,j,k).

In questo modo se C' & una coppia esatta possiamo costruire le successive
coppie derivate C,C",C",...,C™.

Teorema 99. Siano D** ed E** moduli bigraduati e

%

D*,* D*,*

N A

E*,*
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coppia esatta dove i, 7 e k sono morfismi di moduli bigraduati con ¢ di
grado (—1,1), j di grado (0,0) e k di grado (1,0). Allora ¢ determinata una
successione spettrale (E** d,) con Ef* = E** Ey* = (BE**) ... B> =
(E*7>k)(7‘—1) e dT — j(r—l) o k(r—l).

Dimostrazione. Che EXY, = HPY(E*S* d,) € vero per definizione; quindi 'u-
nica cosa da dire e che d, ha grado (r,1 —r). Ma si mostra facilmente per
induzione che i(") ha grado (—1,1), 5™ ha grado (r, —7) e k™ ha grado (1, 0);
percio d, = j Y o k=Y ha grado (r — 1 +1,—r +1) = (r,1 —7). O

Torniamo adesso al problema di calcolare ’omologia di un complesso fil-
trato. Sia A un modulo graduato differenziale; possiamo considerare la suc-
cessione esatta corta di complessi 0 — FPT'A — FPA — FPA/FPTIA — (

(€ una successione di complessi perché d rispetta la filtrazione) e passare alla
successione esatta lunga in coomologia

HPYUFPTYA) — HPTY(FPA) — HPYYFPAJFPTYA) — HPTOH (PP A) —
Hp+q+1 (FPA) N Hp+q+1 (FpA/FpHA)

Definiamo i moduli bigraduati D¢ = HPTI(FPA) ed EP? = HPTI(FPA/FPTA),
possiamo quindi riscrivere la successione esatta lunga come

prtla—1l _, ppa _, pea _, pptlae _, ppetl _, poatl

Abbiamo, cioe, costruito la coppia esatta

D** i D+
Feo*

dove ¢ ha grado (—1,1), 7 ha grado (0,0) e k ha grado (1,0). Da questa
possiamo estrarre una successione spettrale usando il teorema 99 (perché le
mappe hanno il grado giusto) e questa successione coincide con quella del
teorema 98. Pero adesso conosciamo tutte le pagine e tutti i differenziali; in
questo modo possiamo calcolare EX* e quindi H*(A).
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