
Progetto Lauree Sienti�heLa Matematia delle OlimpiadiProblemi diombinatoria:ommenti e soluzioni6 febbraio 2009 Alessandro D'AndreaM. Cristina IpsevihAndrea Maffei1. Il prinipio dei assetti (1)Molti problemi ombinatori possono essere a�rontati on la seguente sempliissima osservazione:Prinipio dei assetti. Se disponiamo m oggetti in n assetti, ed m > n, allora almeno un assettoonterrà più di un oggetto.Questo prinipio ha molte versioni, più o meno equivalenti. Ne enuniamo due he saranno utili inseguito:
• Se disponiamo m oggetti in n assetti, ed m > kn, allora almeno un assetto onterrà più di koggetti.
• Un'appliazione tra insiemi on lo stesso numero di elementi è iniettiva se e solo se è suriettiva.Eserizio 1 Mostrare he omunque siano selti 51 numeri interi distinti ompresi tra 1 e 100, èpossibile trovarne due la ui somma sia 101.Soluzione: I 100 numeri onsiderati possono essere ripartiti in 50 oppie disgiunte he hanno somma

101: (1, 100), (2, 99), e...: tali oppie ostituisono i nostri 50 assetti. Se abbiamo 51 numeri distinti,almeno due dovranno adere nello stesso assetto: tali due numeri avranno quindi somma 101. �Eserizio 2 Ad una festa, le persone he vengono presentate si stringono la mano. Mostrare healla �ne della festa almeno in due hanno stretto la mano allo stesso numero di persone.Soluzione: Supponiamo innanzitutto he ogni parteipante alla festa abbia stretto la mano ad almenouna persona. Se n persone hanno parteipato alla festa, il numero di mani strette da iasuno è un interoompreso tra 1 ed n−1. Poihé il numero n dei parteipanti è superiore ai possibili numeri di mani strette,almeno due parteipanti avranno stretto lo stesso numero di mani. Inoltre, se più di una persona non hastretto nessuna mano, allora tali persone hanno stretto la mano allo stesso numero (zero) di persone.L'ultimo aso da onsiderare è quello in ui esattamente una persona non ha stretto mani. Ma alloraesludendo tale persona dagli invitati, otteniamo una festa (on un invitato in meno) nella quale tuttihanno stretto la mano ad almeno una persona, e riadiamo nel aso inizialmente onsiderato. �Eserizio 3 Se dividiamo l'età di Andrea per 7 si ottiene 3 ome resto, mentre se la dividiamo per
8 si ottiene 6. Sapendo he Andrea non ha anora l'età per andare in pensione, quanti anni ha?Soluzione: Innanzitutto osserviamo he 38 risolve il problema. Il resto di 38 nella divisione per 7 è 3, enella divisione per 8 è 6. Supponiamo he anhe il numero n risolva il problema: allora n− 38 è divisibilesia per 7 he per 8, ed è quindi divisibile per 56. In altre parole, ogni altra soluzione al problema di�eriseda 38 per un multiplo di 56.Poinhé le età sono numeri positivi, le possibili soluzioni sono 38, 94 = 38 + 56, 150 = 38 + 2 · 56, e...Sapendo he Andrea non ha anora raggiunto l'età pensionabile, l'unia risposta leita è proprio 38. �Ci si può hiedere se l'Eserizio 3 ammetta soluzione omunque vengano selti i resti delle due divisioni:la risposta a questa domanda è il ontenuto del Teorema inese del resto.1



Teorema. Se a e b sono interi positivi primi tra loro, allora per ogni selta di interi 0 ≤ ra < a,
0 ≤ rb < b esiste un intero x tale he i resti delle divisioni di x per a e b siano rispettivamente ra ed rb.Dimostrazione: Consideriamo tutti gli ab numeri interi ompresi tra 0 e ab − 1, e di iasuno di essialoliamo la orrispondente oppia di resti (ra, rb). Ragionando ome sopra, si vede failmente he sedue numeri fornisono gli stessi resti, devono di�erire di un multiplo di ab: poihé abbiamo onsideratosolo numeri ompresi tra 0 e ab − 1, questo non potrà mai suedere.Ma allora i nostri ab numeri fornisono oppie di resti tutte distinte. Poihé le possibili oppie di restisono anh'esse ab, l'appliazione he assoia a iasun numero la sua oppia di resti è un'appliazioneiniettiva tra insiemi della stessa ardinalità. Essa deve quindi essere anhe suriettiva. �2. Il prinipio dei assetti (2)Eserizio 4 Mostrare he l'espansione deimale di un numero razionale è �nita o periodia.Soluzione: Possiamo ottenere l'espansione deimale del numero razionale a/b � supponiamo per sempli-ità he a e b siano entrambi positivi, e he a < b � e�ettuando l'usuale algoritmo di divisione. Nel asotale algoritmo abbia termine, l'espansione deimale di a/b è �nita.Se invee l'algoritmo non termina, i resti he otteniamo ad ogni passaggio sono numeri interi ompresitra 1 e b − 1. Dopo i primi b passi, per il prinipio dei assetti uno dei resti sarà stato ottenuto più diuna volta. L'eseuzione dell'algoritmo a partire da tali due resti è allora la stessa, osì ome anhe le ifreottenute nel orso della divisione. �Eserizio 5 Consideriamo una sequenza formata da n2 + 1 numeri distinti. Dimostrare he esisteuna sottosequenza ordinata (ioè resente o deresente) formata da n + 1 numeri.Soluzione: Supponiamo he non esistano sottosequenze lunghe n + 1 monotone resenti. Fissiamo unelemento ai e onsideriamo l'insieme delle sottosequenze resenti aventi ai ome primo elemento: sia lla massima lunghezza di tali sottosequenze. Naturalmente avremo he l ≤ n. Indihiamo on F (l) ilnumero degli elementi ai aventi l ome massima lunghezza: naturalmente si deve avere, per il prinipiodei assetti, he esiste un numero l∗ tale he F (l∗) ≥ n + 1 e questo i die he troviamo n + 1 elementihe sono iniziali per sequenze resenti lunghe l∗. Questo signi�a he questi n + 1 elementi formano unasequenza monotona deresente. �Eserizio 6 In un quadrato 8×8 sono rimossi due quadratini d'angolo opposti. E' possibile rioprireil quadrato on 31 rettangoli 2 × 1?Soluzione: Colorando i quadratini ome in una normale sahiera, si vede he i due angoli rimossihanno lo stesso olore. D'altro anto, ogni rettangolo 2 × 1 riopre la stessa quantità di biano e di nero.E' quindi impossibile rioprire la sahiera ome desiderato. �3. Gra�Il onetto di grafo è utile per trattare in modo hiaro molti problemi he prendono spunto da situazionireali. In generale in questa disussione un grafo è un insieme di punti, detti vertii, ollegati fra loro daarhi detti lati. Ogni oppia di vertii distinti può essere ollegata da al più un lato. I vertii di un grafopossono per esempio rappresentare delle ittà e i lati del grafo le strade he le ongiungono. Oppure ivertii possono rappresentare delle persone e i lati i legami di amiizia tra queste persone.Un ammino di un grafo è una suessione di vertii ognuno ollegato al suessivo da un lato. Unammino si die hiuso se inizia e �nise in uno stesso vertie.Un grafo si die onnesso se per ogni oppia di vertii distinti esiste un ammino he li ollega. Lavalenza di un vertie è il numero di lati he lo ontengono.Eserizio 7 Un grafo possiede 12 lati, e ogni vertie ha valenza 4. Quanti vertii ha il grafo?2



Soluzione: Ad ogni lato del grafo possiamo assoiare i due vertii he ollega; vieversa ad ogni vertie
a del grafo possiamo assoiare i lati he ontengono a. Il numero di questi lati si hiama la valenza delvertie e la indihiamo on va. Abbiamo quindi la seguente formula

2 card{lati} =
∑

a vertice

va. (1)In partiolare per il grafo in questione otteniamo 24 = 4 card{vertici}, ovvero il grafo ha 6 vertii. �Un grafo on queste aratteristihe è ostituito dai vertii e dai lati dell'ottaedro regolare.Eserizio 8 E' possibile traiare queste �gure senza mai staare la penna dal foglio e senza disegnarelo stesso lato due volte?
Soluzione: La prima �gura si può disegnare ome rihiesto: si può partire in basso a sinistra perorreretutto il perimetro esterno �no a tornare nello stesso angolo, perorrere una diagonale, poi il lato sopra ledue diagonali e in�ne l'ultima diagonale.La seonda �gura invee non si può disegnare ome rihiesto. Infatti se perorro la �gura senza maistaare la penna dal foglio, a parte eventualmente il punto iniziale e il punto �nale tutti gli altri vertiidevono avere valenza pari. Infatti per ogni lato he disegno e he �nise in quel vertie ne orrisponderàuno he parte da quel vertie. Quindi una �gura he si può disegnare in questo modo deve avere al più 2vertii di valenza dispari mentre la �gura in questione ne ha 4. �De�nizione. Un grafo si die perorribile se esiste un ammino he passa per ogni lato una e una solavolta.Il ragionamento utilizzato per mostrare he la seonda �gura non si può disegnare senza mai staarela penna dal foglio mostra una delle due impliazioni del seguente Teorema.Teorema. Un grafo onnesso è perorribile se e solo se esistono al più due vertii di valenza dispariDimostrazione: Rimane da mostrare he se un grafo è onnesso e ha al più due vertii di valenza dispariallora è e�ettivamente perorribile. La dimostrazione non è di�ile e può essere fatta per induzione sulnumero di lati del grafo. Segliamo un vertie di valenza dispari od un qualsiasi vertie di valenza parise un vertie di valenza dispari non esiste. Iniziamo a perorrere un lato qualsiasi he parte da questovertie. Consideriamo quindi il grafo he si ottiene rimuovendo questo lato (ed eventualmente il vertie dipartenza se si trattava dell'unio lato he partiva da quel vertie). Il grafo osì ottenuto veri�a le ipotesidel teorema (ome mai?) ma ha un lato di meno e quindi possiamo onludere per induzione. �Eserizio 9 In un grafo on n vertii, ogni vertie è ollegato on almeno n/2 vertii. Mostrare heil grafo è onnesso.Soluzione: Mostriamo he per ogni oppia di vertii esiste un ammino ostituito da al più due lati heli ollega. Se a è un vertie de�niamo l'insieme degli amii di a nel seguente modo

Amici(a) = {v vertie ollegato ad a da un lato}. (2)Siano adesso a e b due vertii distinti. Se a ∈ Amici(b) allora i due vertii sono ollegati da un lato.Se a /∈ Amici(b) allora Amici(a) e Amici(b) sono due sottoinsiemi di almeno n/2 elementi dell'insieme3



dei vertii diversi da a e b. Quest'ultimo insieme ha n − 2 elementi, quindi per il prinipio dei assetti
Amici(a) e Amici(b) devono avere almeno un elemento in omune, ovvero esiste un vertie ollegato daun lato sia ad a he a b e quindi esiste un ammino di due lati he ollega a e b. �Possiamo riformulare questa soluzione nel seguente modo: in un paese ogni abitante onose almenola metà dei suoi onittadini, allora due qualsiasi abitanti o si onosono o hanno almeno un amio inomune.De�nizione. Un grafo si die visitabile se esiste un ammino hiuso (ovvero he inizia e �nise nellostesso vertie) he passa una e una sola volta per ogni vertie.Per i ammini visitabili non esiste un riterio semplie ome per i ammini perorribili. Esistonoperò delle ondizioni he assiurano he un ammino sia visitabile. Per esempio le ipotesi dell'eserizioassiurano he un grafo sia visitabile.Teorema. Se in un grafo on n vertii, ogni vertie è ollegato on almeno n/2 vertii, allora il grafoè visitabile.Dimostrazione: Proediamo per assurdo. Tra tutti gra� i on n vertii non visitabili e tali he ognivertie è ollegato on almeno n/2 vertii, ne segliamo uno on numero di lati massimo. Siano a e b duevertii distinti del grafo non ollegati da un lato (se il grafo avesse tutti i possibili lati sarebbe ovviamentevisitabile). Se aggiungiamo al grafo il lato ℓ he ollega a e b otteniamo un grafo he ha un numero di latimaggiore del grafo di partenza, on n vertii e tale he ogni vertie è ollegato on almeno n/2 vertii.Quindi il grafo osì ottenuto è visitabile e possiamo segliere un ammino hiuso he passa per ogni vertie.Tale ammino dovrà ontenere per forza di ose il lato ℓ. Partendo quindi dal vertie a e perorrendo perultimo il lato ℓ siano

a = x1, x2, . . . , xn−1, xn = b, ala suessione dei vertii del ammino. Sia adesso B = Amici(b) \ {a} e sia
C = {xi tali he xi+1 ∈ Amici(a)} \ {a}Per il prinipio dei assetti B e C hanno almeno un elemento xi in omune. La suessione di vertii

a = x1, x2, . . . , xi, b = xn, xn−1, xn−2, . . . , xi+1, aè quindi un ammino hiuso he visita tutti i vertii e he non ontiene il lato ℓ he abbiamo aggiunto.�Eserizio 10 Le aselle di una sahiera 8 × 8 sono olorate di biano o di nero, ma non nellamaniera usuale: la olonna di sinistra è tutta nera, mentre quella di destra è tutta biana, mentre non viè apparente regolarità nella olorazione delle aselle interne. L'insetto Zebrix si sposta soltanto lungo latihe dividono una asella biana da una nera. Mostrare he Zebrix è sempre in grado, partendo dal latoinferiore della sahiera, di raggiungere quello superiore.Soluzione: Consideriamo il grafo he ha ome vertii i vertii delle aselle della sahiera e ome lati ilati delle aselle he dividono una asella biana da una nera. Il problema si può quindi riformulare nelseguente modo. Mostrare he esiste un ammino he ha un vertie sul bordo inferiore della sahiera euno sul bordo superiore.A meno di rotazioni per i vertii interni alla sahiera sono possibili solo le seguenti sei situazioni.
Nel primo aso e nel seondo aso la valenza del vertie è 0, nel terzo, nel quarto e nel quinto aso lavalenza del vertie è 2 mentre nel sesto è 4. Quindi tutti i vertii interni hanno valenza pari. Per i vertiisul bordo esterno della sahiera sono invee possibili le seguenti tre situazioni.4



Nel primo e nel seondo aso la valenza del vertie è 0 mentre nel terzo è 1. Osserviamo inoltre hepoihé la prima asella a sinistra è nera e l'ultima a destra è biana dobbiamo avere un numero dispari dipassaggi da aselle bianhe a aselle nere in ogni riga quindi il numero di vertii on valenza 1 sul bordoinferiore (o analogamente sul superiore) è dispari.Per ogni vertie a di valenza 1 sul bordo inferiore della sahiera onsideriamo l'insieme C(a) ostituitoda a e dai vertii he si possono raggiungere on un ammino he parte a. Se C(a) ontiene un vertie delbordo superiore abbiamo �nito. Se invee C(a) non ontiene un tale vertie osserviamo, he per la formula(1) e per il fatto he tutti i vertii interni hanno valenza pari, C(a) ontiene un numero pari di vertii sulbordo inferiore. Inoltre è hiaro he se a′ ∈ C(a) allora C(a′) = C(a) quindi l'insieme dei vertii sul bordoinferiore viene suddiviso in sottoinsiemi disgiunti dai vari C(a). Almeno uno di questi sottoinsiemi devequindi avere ardinalità dispari. Un vertie in questo sottoinsieme è quindi ollegato on un ammino albordo superiore. �4. Disposizioni e ombinazioni (1)Eserizio 11 Il ministero delle �nanze ha deiso di assegnare ad tutti i ittadini italiani dei odiialfanumerii, tutti della stessa lunghezza, he li identi�hino univoamente. Nell'attuale periodo di risi,i si propone di utilizzare odii he siano i più brevi possibile. Qual è la minima lunghezza he devonoavere?Soluzione: Se utilizziamo le 26 lettere dell'alfabeto inglese, assieme alle 10 ifre, abbiamo a disposizione
36 simboli per reare i odii alfanumerii. Le parole di lunghezza k da un alfabeto di 36 simboli sonoin totale 36k: il problema si ridue a trovare il minimo valore di k tale he 36k eeda il numero diittadini italiani. Dal momento he 365 = 60.466.176 e 366 = 2.176.782.336, odii di inque ifre sonosu�ienti per oprire l'intera popolazione italiana, he è inferiore ai sessanta milioni (nel 2007 l'Istatriporta 59.131.287). Un governo non sprovveduto utilizzerà omunque odii di sei ifre per evitare didover ambiare nuovamente sistema dopo pohi anni. �Eserizio 12 Aluni reenti savi arheologii e�ettuati viino Tarquinia hanno portato alla lueun avanzato sistema di identi�azione in vigore tra gli antihi Etrushi. Ogni persona era munita diun pendaglio sul quale erano ra�gurate inque tra le dodii ostellazioni dello Zodiao. Non è hiarose l'ordine nel quale le ostellazioni erano ra�gurate avesse un ruolo nell'identi�azione delle persone.Calolare il numero totale di odii possibili sia nel aso in ui l'ordine fosse rilevante, sia nel aso nonlo fosse.Soluzione: Se l'ordine non è rilevante, i possibili sottoinsiemi di 5 simboli da un insieme di 12 sonoesattamente

(

12

5

)

=
12 · 11 · 10 · 9 · 8

5 · 4 · 3 · 2 · 1
= 11 · 9 · 8 = 792.Se invee l'ordine è importante, bisogna moltipliare iasuna delle ombinazioni per il numero dellepermutazioni su 5 elementi, he è 5! = 120. Il valore he si ottiene è 120 · 792 = 95.040. �Eserizio 13 Tredii persone si siedono a ena attorno ad un tavolo rotondo. Quante disposizionisono possibili, a meno di ruotare il tavolo?Soluzione: Ruotando il tavolo �no a mettere il padrone di asa verso Nord, è su�iente ontare il numerodi possibili disposizioni dei restanti 12 ommensali sulle restanti 12 sedie. Queste sono preisamente

12! = 479.001.600. �
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5. Disposizioni e ombinazioni (2)Eserizio 14 Quante sono le somme di 5 numeri interi positivi he danno ome risultato 10?Soluzione: Ci stiamo hiedendo in quanti modi possiamo segliere degli interi positivi x1, x2, . . . , x5 talihe x1 + · · ·+ x5 = 10. Invee di onsiderare la sequenza x1, . . . , x5 onsideriamo la sequenza y1, . . . , y5 inui y1 = x1, y2 = x1 + x2, y3 = x1 + x2 + x3, et... Quindi abbiamo una suessione di numeri interi
0 < y1 < y2 < y3 < y4 < y5 = 10.D'altronde dati 0 < y1 < y2 < y3 < y4 < 10 possiamo failmente riostruire i valori di x1, . . . , x5.Dobbiamo quindi ontare le possibili selte dei quattro elementi y1, . . . , y4 nell'insieme {1, . . . , 9}. Ilnumero erato è pertanto

(

9

4

)

=
9 · 8 · 7 · 6

4 · 3 · 2 · 1
= 126.

�Eserizio 15 L'insetto Zebrix si muove su una sahiera olorata in maniera tradizionale, maspostandosi soltanto verso destra o verso l'alto. Quanti perorsi possibili lo portano esattamente più adestra di inque aselle e più in alto di tre?Soluzione: Ad ogni passo Zebrix può deidere se andare verso destra o verso l'alto. Due ammini sonouguali se e soltanto se hanno la stessa suessioni di passi verso destra e passi verso l'alto.Se Zebrix deve e�ettuare un ammino he lo porti più a destra di inque aselle, e più in alto di tre, devee�ettuare un ammino he si ompone di esattamente 8 passi, 3 dei quali devono essere verso l'alto. Maallora il numero dei ammini erati è uguale alle possibili selte di quando e�ettuare i 3 passi verso l'altonella suessione di 8 passi. Il numero di ammini diversi è quindi pari al numero (

8

3

)

= 56 di possibiliselte di sottoinsiemi di tre elementi da un insieme di otto. In generale il numero di ammini he portanoZebrix più a destra di m aselle e più in alto di n aselle è (

m+n

n

). �Eserizio 16 Nel piano sono dati 20 punti in modo tale he le rette he ne ontengono almeno duesiano esattamente 179. Si dimostri he vi sono almeno 4 punti he giaiono sulla stessa retta.Soluzione: Supponiamo he nessuna delle rette in questione ontenga 4 punti. Sia a il numero di rettehe ontengono esattamente 2 punti, e b il numero di rette he ontengono esattamente 3 punti. Quindiabbiamo a + b = 179. Contiamo adesso il numero di oppie di punti. Le oppie di punti he si possonoottenere da 20 punti sono 20 · 19/2 = 190. Contiamo ora queste oppie in altro modo. Ogni retta heontiene 3 punti ontiene esattamente 3 oppie, mentre una retta he ontiene due punti ovviamenteontiene 1 oppia. Quindi abbiamo 190 = a + 3b. e onludiamo he 2b = 11 heè impossibile. �
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