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SVOLGIMENTO.

Esercizio 1. Si consideri la funzione f : R? — R definita come segue

sin(|z|*)

—— < sex#0
flz,y) =13 22+ 42 7

0 sex =0

(1) Determinare tutti i valori di o € R tali che f sia continua in R?.
(2) Determinare tutti i valori di o € R tali che f sia differenziabile in R?.
(3) Determinare tutti i valori di o € R tali che f appartenga a C1(IR?).

SVOLGIMENTO. Per ogni a € R abbiamo che f & continua nell’aperto {(x,y) :  # 0}
in quanto composizione di funzioni continue. Se o < 2, allora non esiste il limte di f(z,0)
per x — 0. Se o > 2, allora abbiamo

|f(z, )| < |1+o0(1)] ]2 =0

per (z,y) — (0,%), quindi f & anche continua nei punti (0, %), ovvero lo ¢ in R%. Riguardo
lo studio della differenziabilita poniamo z = (z,y) e calcoliamo

2y sin(|z|*)
|2]*

che sono continue in {(z,y) : = # 0}, ove per il teorema del differenziale totale f & anche
differenziabile. Abbiamo inoltre 9, f(0,y) = 0. Considerando

f(x,0) _ sin(]z]*)

x 3

fo = |27 alz|*" cos(|2]") sgn(@)[2[* — 2z sin(|z|*)},  f, = -

si ottiene che tale limite esiste per x — 0 se e solo se & > 3. Quindi condizione necessaria
alla differenziabilita su R? & o > 3. Sotto tale condizione, abbiamo quindi che esiste anche
0,f(0,0) = 0. Per y # 0, abbiamo inoltre che

f(l',g) B f(()?g) Sil’l(|$‘a)

= —_ 0
T r(x? 4+ 72)

essendo o > 3 > 1. Ne segue che esiste 0, f(0,7) = 0 per ogni y € R. Studiamo per tali
valori di « la differenziabilita nei punti (0, 7). Nel caso y = 0, abbiamo

f(z,y) ‘ sin(l|*) 3
= |2 <14 o222 — 0
‘ 2| |2[°
per z — 0. Quindi f ¢ differenziabile nell’origine con differenziale nullo. Per § # 0 si ha
’f(%y) - f(an)’ _ Sin(|$|a2 P s 02(1)| 2|71 = 0
(2, — 7)) VT2 + |y — g?|2)2 |2|
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per z — (0,%). Quindi f ¢ differenziabile in R? se e solo se a > 3. Si osserva inoltre che
per a > 3 le derivate parziali sono continue in R?, ovvero f € C*(R?). Infatti abbiamo

} _ alz |+
- 2P |2

ove gli ultimi addendi sono infinitesimi per a > 3 e z — (0, ) per ogni § € R. Inoltre

’a—l

1ol = 214{ |ala]" " cos(la|*) sgn (@)l — 20 sinfe])

+ 2|1+ o(1)]

||
|2[?

ove 'ultimo termine ¢ infinitesimo per o > 3 e z — (0, %) per ogni y € R.

2y sin(|x|*
=[P < 2 o)

Esercizio 2. Si consideri f(z,y) = e ¥ "% definita su R?.
(1) Calcolare sup f e iﬂgf f
R? ?
(2) Stabilire se f ha massimo o minimo globali.

(3) Studiare i punti critici di f determinando in particolare eventuali
punti di massimo o minimo locali.

SVOLGIMENTO. Abbiamo f < e, inoltre f (g + 2k7r> = e, quindi per ogni k € Z vale
supf:maxf:f(z+2k7r> =e
R2 R2 2
mentre lim, ., f(z,y) = 0 implica che inf f = 0. Pertanto f(x,y) > 0 per ogni (z,y) € R?
R
prova che f non ha minimo in R?. Abbiamo 9, f = (cosz)e ¥’ 5% ¢ 9, f = —2ye v +sine,
quindi i punti critici sono

Pr = (g—i—lm,O), ove k € Z.

Abbiamo inoltre che
02 f(z,y) = (cos® x — sin2x)¢_yz+51“x 02, f(z,y) = —2y(cos r)e v Hsine
85]‘(3:, y) = (4y2 — 2)6—24 +sinz

Si ha pertanto che
-1 k+1€(71)k 0

DX/ () = ( Y 0 —e(-1)*
Quindi gli autovalori A;, Ay soddisfano le eguaglianze

)\1 = (—1>k+1€(_1)k € /\2 = —26(_1)k .
Se k e pari si ha A\, Ay < 0, mentre per k dispari Ay < 0 < A;. Quindi i punti pgp sono
di massimo locale, inoltre f(por) = e, quindi tali punti sono anche di massimo globale. I
punti pogyq sono di sella. Non si hanno quindi punti di minimo locale.
Esercizio 3. Si consideri il campo F : R? — R? le cui componenti sono

Fi(z,y) = eV (ycos(zy) + axsin(xy) )

Fy(z,y) = e (2 cos(zy) + ay sin(zy)



(1) Si determinino i valori di @ € R tali che F' sia conservativo.

(2) Si consideri la curva 7 :] — 0o, 1[— R? definita come segue
(te!” cost, t3sint) set <0
— 1 t 1
V(t) (m + tet/ (=1 cog (ﬁ) 5 + te!/t=1) gin (ﬁ) ) se0<t<l1

Per i valori di a determinati al punto precedente stabilire se il lavoro
di F' lungo v converge e nel caso calcolarlo.
SVOLGIMENTO. Calcolando le derivate parziali si ha

8,F = e’ (—2y* cos(zy) — 2azy sin(zy) + cos(zy) — zysin(zy) + az® cos(zy))
0, Fy = e 17’ (=22 cos(zy) — 2azysin(zy) + cos(zy) — zysin(zy) + ay® cos(zy))
Imponendo 'uguaglianza si ottiene la condizione necessaria a = —2. Quindi per a = —2 si

ha un potenziale essendo R? semplicemente connesso, ovvero F & conservativo se e solo se
a = —2. Integrando per parti otteniamo

/Fl(t,y)dt = /e‘tz_ychos(ty)dt—Q/ te="" V" sin(ty)dt
0 0 0

= sin(zy)e ™Y

Quindi se f € una primitiva di F', abbiamo f(z,y) — f(0,y) = sin(xy)e‘m2_yz, inoltre
Yy
F0.9) = 710.0)+ [ Faf0.0)dt = 0.0).
0

Ponendo f(0,0) = 0, otteniamo la primitiva f(z,y) = sin(zy)e~* ~¥". Infine essendo F
conservativo per a = —2, abbiamo che

/F = lim f(7(0)) = f(v(a)) +lim f(7(b)) — f(+(0))

a——00

2_1

=l f(0) = fm2 ) = e
Cio segue dal fatto che |y(t)| — +o0 per t — —oo in quanto

Iy(t)]? > min{t?e*” +°} — 400 per ¢ — —oc.

Esercizio facoltativo Si consideri una funzione f € C'(R?) e l'insieme
chiuso dei punti 7' C R? corrispondenti ad un triangolo avente I'origine di
R? come punto interno. Si supponga che per ogni punto z appartenente alla
frontiera di T si abbia

(Vf(z),z) = 0.

Provare che f ha almeno un punto critico.
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SVOLGIMENTO. Supponiamo si abbia la disuguaglianza stretta (V f(z),z) > 0 per i
punti z della frontiera di 7. Ne segue che

. r+tr)— f(x
ji LI I _ g0 = (95(@),2) > 0.
Poiche il segmento {tx : t € [0,1]} & contenuto in T, abbiamo che f(tx) < f(x) per
t €]l —e,1[ ed € > 0 sufficientemente piccolo. Quindi il minimo assoluto di f su T
deve essere interno a tale insieme, ove il gradiente si annulla. Consideriamo il caso con la
disuguaglianza non stretta e si consideri f.(x) = ¢|z|*> + f(z), ove
lim fe(x + tl;;) — fz—:(x)

t—0

= (Vf(2),2) + 2e(z,2) >0,
pertanto esiste un minimo assoluto z. interno a 7" ove si ha V f.(z.) = 0, quindi
Vf(zx.)=—-2¢ez..

Prendendo una successione convergente x., — § € T e usando la continuita di Vf si
conclude.



