GRUPPI ALGEBRICI LINEARI

Il corso vuole essere un’introduzione alla teoria dei gruppi algebrici lineari. Un
gruppo algebrico lineare & un sottogruppo di GL(n) definito dall’annullarsi di alcuni
polinomi. Per esempio, GL(n), SL(n), O(n), Sp(2n), o il gruppo delle matrici
invertibili triangolari superiori sono esempi di questo tipo. La prima parte del corso
sara dedicata allo sviluppo delle basi della teoria generale. Saranno introdotte anche
alcune nozioni generali riguardanti la teoria delle rappresentazioni di questi gruppi.
La seconda parte del corso potrebbe concentrarsi sulla teoria delle rappresentazioni
dei gruppi riduttivi (e in particolare sulla decomposizione di Bruhat e il teorema di
Borel-Weil), o, in alternativa, sullo studio dei G-fibrati sullo spazio affine.

Perché un corso sui gruppi algebrici lineari e non uno sui gruppi di Lie? Gli
oggetti di maggior interesse nella teoria dei gruppi algebrici lineari e dei gruppi di Lie
sono gli stessi. Tuttavia, nella trattazione generale dei gruppi di Lie esistono molte
patologie che nel caso dei gruppi algebrici lineari non esistono. Molte affermazioni
che sono generalmente vere per i gruppi algebrici lineari sono false per i gruppi di
Lie. Questo rende la teoria dei gruppi algebrici lineari pit pulita e semplice nelle
sue fondamenta principali, permettendo di affrontare piu rapidamente problemi
interessanti. Inoltre, la teoria dei gruppi algebrici tratta anche oggetti su campi
diversi dai numeri reali o complessi, il che ha molte applicazioni algebriche che la
teoria dei gruppi di Lie non consente. Riconosco che questa presentazione sia un
po’ di parte...

Prerequisiti: I prerequisiti indispensabili sono i corsi di Geometria 1 e di Algebra
2. La conoscenza delle basi della geometria algebrica non € un prerequisito per
seguire il corso, ma sicuramente chi ha frequentato il corso di Elementi di Geometria
Algebrica o di Istituzioni di Algebra potrebbe trovare alcune parti del corso piu
facili rispetto a chi non I’ha fatto. Chi sta frequentando questi corsi potrebbe
trarre grande beneficio dal seguirli contemporaneamente.

LINEAR ALGEBRAIC GROUPS

The course aims to introduce the theory of linear algebraic groups. A linear al-
gebraic group is a subgroup of GL(n) defined by the vanishing of some polynomial.
For example, GL(n), SL(n), O(n), Sp(2n), or the group of invertible upper triangu-
lar matrices are examples of this type. The first part of the course will be dedicated
to developing the basics of the general theory. Some general concepts concerning
the representation theory of these groups will also be introduced. The second part
of the course might focus either on the representation theory of reductive groups
(and in particular on the Bruhat decomposition and the Borel-Weil theorem) or,
alternatively, on the study of G-bundles on affine space.

Why a course on linear algebraic groups and not on Lie groups? The most
interesting objects in the theory of linear algebraic groups or Lie groups are the
same. However, in the general treatment of Lie groups, there are many pathologies
that do not exist in the case of linear algebraic groups. Many statements that
are generally true for linear algebraic groups are false for Lie groups. This makes
the theory of linear algebraic groups cleaner and easier in its fundamental aspects,
allowing for quicker engagement with interesting problems. Furthermore, the theory
of algebraic groups also deals with objects over fields other than real or complex
numbers, which has many algebraic applications that the theory of Lie groups does
not allow.



Prerequisites. The indispensable prerequisites are the courses Geometria 1 and
Algebra 2. Knowledge of the basics of algebraic geometry is not a prerequisite
for taking the course, but certainly, those who have taken Elementi di Geometria
Algebrica o Istituzioni di Algebra might find some parts of the course a bit easier
than those who haven’t. Those currently taking these courses might also benefit
greatly from taking them concurrently.



