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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Funzioni, successioni, limiti

In tutto quanto segue R indica I'insieme dei numeri reali, N I'insieme dei numeri naturali,
cioe gli interi da zero in avanti, e Z l'insieme dei numeri interi relativi.

Ricordiamo che la scrittura f : A — B indica che f € una funzione definita sull’insieme
A avalori nell'insieme B (f va da/ manda Ain B). Per ogni a in A & definito univocamente
un b in B: si scrive allora f(a) = b; si dice che a ¢ la variabile che si mette ad argomento
di f e che b= f(a) e il valore che f assume in a.

Per esempio si puo introdurre la funzione q : R — R dicendo che ¢q(x) = z*. Notiamo che
sarebbe stato lo stesso scrivere q(a) = a?, P'importante ¢ chiarire quale sia la regola che
fa passare dall’argomento al valore, in questo caso ’elevazione al quadrato. Quindi nella
definizione g(z) = 22 la lettera x ¢ una “variabile muta”.

Da questa impostazione segue che la funzione si chiama f (¢ nell’esempio) mentre la
scrittura f(x) indica il valore che f assume in x (che deve essere noto quando lo si scrive).
Nella pratica tale regola € spesso infranta e si scrive f(x) per indicare la funzione ( & piu
veloce dire “la funzione z®” rispetto a “la funzione ¢ : R — R tale che ¢(z) = 2% per ogni
x”), bisogna pero essere consapevoli che si tratta di un piccolo abuso e tenere presente che
parlando di una funzione si pensa al “complesso di tutti i suoi valori” (piu precisamente
alla regola che dato = “produce” f(x). Questo sara particolarmente vero nel seguito del
corso in cui le funzioni saranno viste come oggetti singoli, su cui per esempio calcolare
altre funzioni. Un modo utile di pensare a una funzione e attraverso il suo grafico, cioe
all'insieme {(a,b):a € A,b € B,b= f(a)}.

Si chiama successione una funzione che prende i suoi argomenti tra i numeri interi.
Quindi una successione in B (o anche una successione di puntidi B) ¢ una f con f : N — B
- 0 pitt in generale f : {ng,no + 1,...} — B. Tradizionalmente nel caso delle successioni si
scrive f,, al posto di f(n) e invece di f siscrive (f,,) (0 (fn)n>n, quando serve indicare anche
il punto iniziale in cui ¢ definita la successione). Per esempio (n?),>o ¢ una successione,

che differisce dalla funzione ¢ di prima in quanto ¢ definita solo per argomenti interi. Un

1
altro esempio e (—) che ¢ definita da 3 in poi.
n>3

Di solito le successioni si indicano con le prime lettere dell’alfabeto ((ay,), (by), (cn),---)
e spesso si assume implicitamente che n ( 0 m) indichino delle variabili intere.

In tutta I’Analisi Matematica e fondamentale la nozione di limite. Rinviamo ai testi
del primo anno la definizione di limite per funzioni reali di una variabile reale (che com-
prende anche quella per le successioni di numeri reali) e tutte le relative proprieta. che
diamo quindi per note (ricorderemo invece, fra un momento, la definizione di limite in piu
variabili).
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Ricordiamo solo che se A € un sottoinsieme di R, xy ¢ un punto di accumulazione per A
(potendo anche essere zp = too) e f : A — R, il limite di f(z) per x che tende a x
(quando esiste) si scrive lim f(x).

T—x0
Analogamente (ma non ci sarebbe necessita di dirlo) nel caso di una successione (ay, )p>n, i

scrive lim  a,, (400 & I'unico punto di accumulazione per {n € N:n > ng}). Per indicare

n—-+o0o

che una funzione ammette un certo limite | per x tendente a zq (cioe che lim f(x) = 1)
Tr—T0

scriveremo spesso
T—To N .
flz) =1 (f(x) — I, se xy & chiaro dal contesto)
(dove I puo essere finito o infinito). Nello stesso modo, nel caso delle successioni scriveremo
a, — 1

(in questo caso n non puo tendere che a +00). Quindi le scritture:

1 r—0 n
— — +00, — 1, n — 00,
T n+1
sono sinonimi di
lim — = +o0, lim =1, lim n = +o0.
z—0 12 n—+oomn + 1 n—-+oo

Vediamo come si estende la nozione di limite al caso di piu variabili.

1.1.1 Definizione. Dato N intero si indica con RY Dinsieme delle N-uple ordinate

(.Tl, . ,QJN).
Si chiama modulo del punto x = (z1,...,zy), il numero |x| := /2% + -+ 2%. Dati
x = (x1,...,xy) ey = (Y1,-..,yn) chiameremo distanza tra x e y l’espressione

dist(x,y) = [x = y| = V(21 —91)? + -, (an —yn)?

Useremo (in questo paragrafo) la convenzione di scrivere i punti di R in grassetto e in
carattere normale le coordinate.

1.1.2 Proposizione. Vale la disuguaglianza triangolare:
x+yl <[x|+]y] VxyeRY.

1.1.3 Definizione. Se (a,) ¢ una successione di punti di RY e se 1 € RY diremo che 1 &
il limite per n che tende all’infinito di (a,), e scriveremo

lim a, =1,
n—-4o00

se

lim |a, —1] =0.
n—-+00

Diremo anche, in questo caso, che tende a 1 e scriveremo spesso a,, — 1.

n n

n2+1’n+1> — (0,1) ( per n — +o0). Infatti

Per esempio a,, := (

B n2 (_1)2
|an - (071)| - \/(n2 T 1)2 + (n_'_ 1)2 — 0.
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1.1.4 Definizione. Dato un insieme A contenuto in RY e un punto x, di R" diremo che
xg ¢ di accumulazione per A se esiste una successione (x,) di punti di A che tende a %,
(xp, € A, X, — X0)-

Per esempio il punto (1,0) & di accumulazione per il cerchio aperto di centro 0 e raggio
I: A:={xeR?: x| <1}.

1.1.5 Definizione. Siano N ed M due interi maggiori o eguali a 1. Siano A C R, x, un
punto di accumulazione per A e sia f: A — RM (f ¢ una funzione di N variabili reali a
valori in RM). Dato 1 € RM diremo che 1 ¢ il limite di f per x che tende a x, e scriveremo

lim f(x) =1,

X—X(
se per qualunque successione (x,) di punti di A, tale che x,, — xo succcede che

f(x,) — f(xo).
Diremo, anche in questo caso, che f(x) tende a 1 e scriveremo spesso f(x) — 1 ( f(x) — 1
se Xg ¢ chiaro dal contesto).

rT—1Yy T+Y
x2+y2’x2+y2

Per esempio ( ) — (0,1) se (z,y) — (1,1) (si puo verificarlo con un

po’ di pazienza).
Se f : A — RM possiamo chiaramente scrivere f(x) = (fi(x),..., fur(x)). In questo
modo risultano definite f; : A — R per j = 1,..., M, che si chiamano le componenti di f.

1.1.6 Proposizione. Se f: A — RM 1€ RM con 1= (Iy,...,ly), allora
f(x) = 1= fi(x) = j=1,...,M.

1.1.7 Definizione (continuita). Sia A C RY e sia f : A — RM. Dato un punto x in A
si dice che f & continua in xg se
f(x) = £(x0)
nel caso in cui x¢ sia punto di accumulazione per A. Nell’altro caso (xp non ¢ di
accumulazione per A) la f si dice continua senza altre condizioni.
Si dice che f ¢ continua su A se f ¢ continua in ogni xq di A.

Si puo notare che con la definizione sopra una successione ¢ automaticamente continua
in tutti i suoi punti (nessun intero ¢ di accumulazione per N). Nella pratica pero i
casi interessanti sono quelli in cui i punti di A sono di accumulazione per A e quindi la
continuita si esprime mediante il limite.

Non ripetiamo qui le proprieta dei limiti e della continuita in pin variabili (accenneremo
a qualcosa nel prossimo paragrafo) per le quali rinviamo a un testo opportuno.
Ricordiamo pero il Teorema di Weierstrass per funzioni piu variabili, con cui faremo dei
confronti nel seguito. Premettiamo due definizioni.

1.1.8 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RY.

e A si dice chiuso se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

e A sidice limitato se esiste una costante M per cui |x| < M per tutti i punti x di A.

1.1.9 Teorema (Weierstrass). Se A ¢ limitato e chiuso in RY e se f : A — R ¢ una
funzione continua, allora f ammette massimo e minimo su A, cioé esistono due punti X;
e X9 in A tali che

fx) S fx) < flx) VxeA

(x1 si dice allora punto di minimo e Xy punto di massimo).
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Concludiamo questo paragrafo col richiamare una importante proprieta di RY, (la
completezza, come vedremo poi). Ricordiamo la definizione di successione di Cauchy.

1.1.10 Definizione. Sia (a,) una successione in RY. Si dice che (a,) verifica la proprieta
di Cauchy - o piu brevemente che (a,) di Cauchy - se per ogni € > 0 esiste n in N tale che

|an_am|§€ Vn7m2ﬁ
(gli elementi di (a,) “diventano arbitrariamente vicini tra loro al crescere dell’indice”).

Non ¢ difficile vedere che se (a,) ammette limite allora essa verifica la proprieta di
Cauchy. Anche il viceversa e vero, ma non e per nulla ovvio.

1.1.11 Teorema. Sia (a,) una successione in RY. Allora
(a,) ammette limite < (a,) é di Cauchy.

Il teorema sopra riflette il fatto che RY “non ha buchi”: una successione di punti che
si avvicinano tra loro non puo sparire nel nulla. Questo non sarebbe vero se al posto di R
ci fosse Q. E facile infatti prendere una successione di numeri razionali che in R converge
a V2 - tale successione ¢ di Cauchy in Q ma non converge a nulla in Q.

1.2 Richiamo sulle serie numeriche

1.2.1 Definizione. Data una successione di numeri reali (a,)n>n, chiameremo somma
parziale n-esima l’espressione

Sn::i:ak:ano+--~+an

k=no

(che risulta definita per n > ng). La (nuova) successione (S, )n>n, si chiama serie associata
ad (an)n>n, O pitt brevemente serie degli a,.

Si dice che la serie ¢ convergente se (Sy)n>n, ammette limite finito S, si dice che la serie
¢ divergente se (Sy)n>n, tende a £oo e si dice che la serie é indeterminata se (Sp)n>n,
non ha limite. Nel primo caso chiamiamo il limite S somma della serie e lo indichiamo

con

o0

E Q.-

n=ng
oo
Molto spesso, con un leggero abuso, 1’espressione a, viene usata per indicare la serie
Y 9
n=ng
oo
oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la “serie >  a,” € convergente / divergente
n=ng

/ indeterminata.

oo
Diremo che la serie & assolutamente convergente se la serie > |a,| & convergente.
k=ng

Ricordiamo il comportamento di alcune serie importanti.

1.2.2 Proposizione. La serie geometrica di ragione A:

>
n=0
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& 1
e ¢ convergente per |A| < 1 e in tal caso ha come somma ) = T~
n=0 -

e ¢ divergente positivamente per A > 1;
e ¢ indeterminata per A < —1.

1.2.3 Proposizione. La serie armonica di esponente «

e ¢ convergente se o > 1;
e ¢ divergente positivamente se o < 1.

Ricordiamo i principali risultati sulle serie.

o0

1.2.4 Proposizione. Se > a, converge, allora a, — 0.
n=ng

[e.°]
1.2.5 Proposizione. Se una serie Y, a, ha tutti termini positivi (a, > 0) allora non
n=ng
puo essere indeterminata.

Il risultato sopra ci autorizza a considerare sempre la somma di una serie a termini

(o]
positivi a patto di ammettere che possa essere +00. Potremo quindi scrivere » a, < 400
n=ng

o0
per dire che la serie converge (visto che »_ a, ha senso). Questa scrittura non si puo
n=ng

usare se gli a,, cambiano segno.
E chiaro che per quanto sopra basterebbe a,, > 0 per n grande (da un certo 7 in poi).

1.2.6 Proposizione (criterio del confronto per serie a termini positivi). Siano (a,) e (b,)
due successioni di numeri positivi.
Se a,, < by, per ogni n (per ogni n grande), allora

o0

o

Z b, converge = Z a, converge
n=no n=no

o o0

Z a, diverge = Z b, diverge
n=no n=no

1.2.7 Proposizione (criterio del confronto asintotico). Siano (a,) e (b,) due successioni
di numeri positivi.
Supponiamo che

Allora, se l €]0,+00:

o0 o0
E a, converge < E b,, converge,

n=ng n=ngo
sel=0
o0 o0
E b, converge = g a, converge,

n=no n=no
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mentre se | = +00

(e.9] o
E a, converge = g b, converge.
n=ng n=ng

I due criteri che seguono sono scritti in termine del limite superiore e del limite inferiore
di opportune esprssioni; in prima istanza si puo pensare che esista il limite delle quantita
indicate cioe che lim inf = lim sup.

1.2.8 Proposizione (criterio della radice). Sia (a,) una successione di numeri positivi.

Allora

(0.9]
limsup /a, <1 = Z a, converge,
n—-+4o0o n=no
oo
lim sup a, > 1 = Z a, diverge.
n—-400
n=ng

1.2.9 Proposizione (criterio del rapporto). Sia (a,) una successione di numeri positivi.

Allora

(o0}
. an+1
lim sup —— < 1 = E a, converge,
n—+00 a/n n=no
a oo
o +1 .
lim inf —— > 1 = g a, diverge.
n—-+4o0o ap,
n=ng

1.2.10 Proposizione (criterio della convergenza assoluta). Se una serie converge assol-
tamente essa converge. In altri termini, data una successione (a,) si ha

[e.9] o0
g la,| converge = E a, converge.
n=ngo n=no

Notiamo che, essendo la successione dei valori assoluti una successione di numeri positivi,
posstamo anche scrivere:

o o0
Z la,| < 400 = Z a, converge.

n=ng n=no

Il teorema seguente verra utilizzato in seguito.

1.2.11 Teorema (prodotto alla Cauchy di due serie). Siano > a, e > b, due serie
n=1 n=1

assolutamente convergenti. Poniamo per ogni n.:
n
Cp ‘= E akbn,k.
k=1

o0
Allora )~ ¢, € assolutamente convergente e
n=1

[e.9] o0

Sa=(Xa) (S
n=1 n=1

n=1
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Dimostrazione. Poniamo innanzitutto:
n n n n
! ! n o no._ . .
s, 1= E a;, t, = E la;|, s, = E by, t, = E b4, Sp 1= E Ci:
i=1 i=1 i=1 i=1 i1
inoltre introduciamo

dy = lagllbuil,  tni=> d;
k=1 =1

Sappiamo che s/, — s’ e s — §"” in C per opportuni s’ ed s” in C, mentre ¢/, — t' e
t! — t” per due numeri reali positivi ¢’ e t".
Facciamo la dimostrazione per passi.

1. Mostriamo che ) d, < 400 (notiamo che d,, € R e d,, > 0). Si ha:

n
D odi= > laillbyl <) laillbs| = t,ty < ¢t
i=1

i+i<n ij<n
Ne segue che ) d, < +o0.
2. Dato che

n
> arbni
k=1
per il criterio del confronto otteniamo che ) |c,| < 400, cioe ) ¢, € assolutamente
convergente (dunque convergente). Quindi esiste un s in C tale che s,, — s.

3

S |ak‘||bn—k| :dn
k=1

|cn| =

3. Mostriamo che s = s's”. Si ha

’S;LSZ — 8n| = Z aibj — Z aibj = Z a,-bj S
ij<n i+j<n i,j<n,it+j>n
00
Z |ai[b;] < Z |ai|‘bj|:t2n_tngzdk_tn
1,7<n,i+j>n n<i+j<2n k=1

Dato che t,, — >, dj si ha che |s,s — s,| — 0 e dunque s = §'s".

Concludiamo con una osservazione molto semplice, che pero puo essere utile.

1.2.12 Osservazione. Se a : [1,+0o[— R ¢ una funzione allora ([z| indica la parte intera
del numero x)

1.3 Numeri complessi

Ricordiamo che i numeri complessi sono espressioni del tipo x + iy, con x,y € R. I numeri
complessi si possono sommare e moltiplicare tra loro tenendo presente che (i) = —1. Si
ha cioe:

(@' +iy') + (2" + i) = (@' + 2") +i(y +¢"),

(x/ + iy/)($,/ _|_ ?;y//) — xlx// + /L‘(.ﬂ,y” + a,;//y/) + (/L)Qy/y// —

U/ /i "1

2’7" —y'y" +i(a'y" + 2"Y).
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L’insieme dei numeri complessi verra indicato con C. Se z = x + iy si scrive

x = Re(z) (parte reale di z), y = Sm(z) (parte immaginaria di z),

(si noti che la parte immaginaria & un numero reale); si definisce il coniugato di z, indicato
con Z, ponendo Z := x — iy. In questo modo
Z+Zz zZ—z

Re(z) = 5 Sm(z) = 5

Sempre se z = x+ 1y si definisce il modulo di z, indicato con |z|, ponendo |z| := /22 + y2.
Si vede facilmente che

|2|* = 22.

Si verifica facilmente che:

- Tl o o M
242 =+ Z”, ol = Z”, ‘Z P | —

12/]12").

Come ¢ ben noto si puo stabilire una corrispondenza tra i numeri complessi e il piano car-
tesiano (cioe tra C ed R?) identificando z + iy con (z,y). Questa identificazione permette
di visualizzare l'operazione di somma tra numeri complessi mediante 1'usuale somma di
punti (o meglio di vettori) fatta con la regola del parallelogramma. Per capire come fun-
ziona il prodotto introduciamo la forma polare di un numero complesso. Se z = = + iy

allora L Y appartiene alla circonferenza unitaria e quindi esiste unico un
\/x2+y2 \/x2+y2

angolo 6 in [0, 27| tale che

cos(f) = L sin(f) = Y

Diremo che tale 0 e 1’argomento principale di z - in generale diremo che 6 in R & un
argomento di z se verifica la formula sopra e cioe se differisce dall’argomento principale
per un multiplo intero relativo di 27. Scriveremo in ogni caso, con un po’ di ambiguita,
0 = Arg(z) (a rigore 6 € Arg(z)).

Allora se 2/, 2" € C, e se z = 2'2" si ha

Arg(z) = Arg(2') + Arg(2").

(cio significa che 6 & un argomento di z se e solo se § = 6’ 4+ 0" per ¢ argomento di 2’ e §”
argomento di z”).

In sostanza, mentre il modulo del prodotto e la somma dei moduli, I’argomento del pro-
dotto e la somma degli argomenti. Queste due proprieta giustificano la definizione di
esponenziale complesso.

1.3.1 Definizione. Se z = x + iy si definisce
e 1= e*(cos(y) + isin(y))

Si vede facilmente che I’esponenziale complesso coincide con quello tradizionale quando
z € R (cioe se y = 0) e che

! 17 ! 11
eF T =% e? V2, 2" e C.
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Con l'introduzione dell’esponenziale complesso si puo scrivere
z=pe? & p=|z|,0 = Arg(2).
Si pud anche notare che e = e~ ¢ che

0, —if 0 —if
%, sin(8) = Sm(e?) = = —C

cos() = Re(e) =

(formule che useremo spesso nel seguito).

Osserviamo infine che la corrispondenza tra C ed R? permette di definire le nozioni di
limite e di continuita per funzioni definite su C o a valori in C. Si verifica facilmente che
vale il fatto seguente.

1.3.2 Proposizione. Se p, — p e 0, — 0 allora p,e’ — pe®.

1.3.3 Esempio. Dato z in C definiamo la successione (z,) in C ponendo

z n
Zp = (1—1——) .
n
Dimostriamo che z, — e*. Scriviamo z = z + iy Allora
r+iy\" x—iy\" 20 2?2 +y2\"
o= (552 (155 (2022
n n n n
nln 2x z2+y2 nl 2z z2+y2 ol 2z 12+y2
. 1 (1+n+ L ) . (n+ 5 +(n+ 2 ))

en(%JrO(%)) — pluto(l) _, 2

(si e sfruttata la formula di Taylor In(1 4 t) =t + o(t)). Quindi passando alla radice
|zn| — €”.

Cerchiamo un argomento 6, per z,; osserviamo che I’argomento principale di 1 + — =
n

y/n

z N .
1+ —+4+1¢= e pari aarctan | ————
n ' n P (1—}—:3/71

) e quindi, passando alla potenza n-esima, possiamo

prendere

6, = narctan (11/—;‘/”) —n (1_‘71/—;/”“ (11/—5/71)) -

Y
—_— 1
1+x/n Toll) =y
(perché arctan(t) =t + o(t)). In definitiva:

Zn = |2l — e = 2.
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Capitolo 2

Successioni e serie di funzioni

2.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RY e supponiamo che per ogni intero n sia
data una funzione f, : A — RM. Diremo in questo caso che (f,) & una successione di
funzioni da A in R™. In quanto segue, per visualizzare le definizioni, si consiglia di pensare
inizialmente al caso N = M = 1.

2.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (f,,) converge puntualmente in un punto
zo di A se esiste il limite lim f,(z). Diciamo che (f,) converge puntualmente su A se

(fn) converge puntualmente in ogni =y di A. E chiaro che in quest’ultimo caso siamo
autorizzati a considerare la funzione f : A — RM definita da

f(z) = lim f,(z)

n—oo

e potremo quindi dire che (f,,) converge puntualmente a f (in forma abbreviata scriveremo
punct
).

fn — [ puntualmente o anche f, —
2.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (f,) e una funzione f : A — RM
diciamo che f,, converge uniformemente su A a f se si ha:

Ve>03dn:Vn>n,Vee A |f.(x)— f(z)] <e.
Se introduciamo la norma uniforme di una funzione f (sull’insieme A) mediante

[l = 1 Flloc,a := sup [f(2)]
€A

allora la convergenza uniforme si puo esprimere dicendo che f,, converge uniformente a f
se e solo se

Tim [, = /], — 0.
Per indicare che f,, converge uniformemente a f, useremo la notazione f,, — f uniforme-
mente (su A), o anche f, unif (su A).

Notiamo che 'espressione introdotta sopra, che abbiamo chiamato norma, non & ne-
cessariamente finita (puo essere +00). Essa ¢ finita se e solo se f ¢ limitata su A, per
esempio se A ¢ chiuso e limitato in RY e f ¢ continua. Vedremo le motivazione del termine
“norma’ nei prossimi paragrafi.

E comunque vero in ogni caso che se f, unil f \lfn — fll deve essere finito e tendere a
Zero.

13
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Figura 2.1: convergenza uniforme

2.1.83 Osservazione. Un modo di visalizzare la convergenza uniforme ¢ di dire che, per
ogni € > 0, il grafico delle f, é definitivamente compreso tra il grafico di f — e e quello di
f+ ¢ (vedi figura 2.1).

La seguente proprieta ¢ una semplice conseguenza delle definizioni.

2.1.4 Proposizione. Se f, converge uniformemente a f su A, allora f, connverge
puntualmente su A.

La proposizione precedente dice che se f,, converge uniformemente a qualcosa, questo
qualcosa deve essere il limite puntuale delle f,,: il limite puntuale individua il candidato
limite uniforme.

La proposizione non ¢ invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.

2.1.5 Esempio. Consideriamo f,(z) = 1+ . Si vede subito che, dato z in R, f,(z) — 1
n

e dunque f, converge puntualmente su R alla funzione f che vale costantemente 1. Si
vede abbastanza facilmente pero che f,, non converge uniformemente su R a f. Si vede
infatti che non ¢’é nessun intero n per cui il grafico di f, é tutto tra il grafico di f —e e

quello di f + e dato che ogni retta di equazione y = 1 + — va all’infinito e quindi supera
n

1 + ¢ per = abbastanza grande (vedi figura 2.2).

A
S

f+e
f—— "

=

fFe€

Figura 2.2: fu(z) =1+ £

In particolare || f, — f||,, = +0o0 e dunque non é possibile che || f,, — f||., — 0.
In sostanza, anche se a z fissato f,(z) — 1, la velocitd di convergenza dipende da z (e
peggiora tanto piu x é grande) e non é quindi uniforme rispetto a x.
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Notiamo che se invece di prendere le f,, su tutto R consideriamo A;= [0,1] (o un

qualunque interallo limitato), allora f, YU su A, Tnfatti

1
Ifn = Pllocsoy = sup |1 +a/n —1] = max x/n =2 =0

Dunque le f,, non convergono uniformemente a 1 su R ma convergono uniformemente a 1
su ogni intervallo [a, b].

2.1.6 Esempio. Consideriamo f,(x) := e~ definite su A := [0, +o00[ (vedi la figura 2.3).

0 sex>0

n—-00 1 sex=0

lim f,(z) = {

fi
f2

Figura 2.3: f,(z) =™

cio¢ f, converge puntualmente alla funzione f che vale zero su ]0, +oo[ e vale uno in
zero. Pero f,, non converge uniformente a f in quanto, per ogni n

[fn = flloo = suple™™ = f(2)] = sup e =1
@>0 2>0

che non tende a zero. Notiamo che le f,, sono tutte funzioni continue mentre il loro limite
puntuale f non ¢ continua in 0 dato che lim f(z) =04 f(0) = 1. Quindi
z—0

lim lim f,(z) = xli%l+ f(z)(=0)# lim lim f,(z) = lim 1(=1)

z—0F n—4o0 n—+00 g—0+ n—00

2.1.7 Esempio. Consideriamo f,(z) := ne ™" definite su A :=]0, 00| (vedi la figura
2.4). Anche in questo caso f,(x) — 0 per ogni # > 0 (anche se ¢’¢ un n a moltiplicare
I'esponeziale e “vince”); notiamo che non abbiamo messo lo zero in A (altrimenti
fa(0) — 400). Quindi le f, tendono puntualmente a zero su A. Anche stavolta la
convergenza non e uniforme, si vede infatti che, per ogni n

[fn = Ol = sup[ne™™[ =n
x>0

che addirittura tende all’infinito. Notiamo che

+oo +oo +oo
fulz)de = / ne " dr = / e Vdy=1
0 0 0



16 CAPITOLO 2. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

Figura 2.4: f,(x) = ne ™

e quindi I'integrale delle f,, non tende all’integrale della funzione limite (che sarebbe
7€r0).

Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A ¢ un intervallo aperto, oppure
che A non e limitato. In realta, con un po’ di pazienza, si puo costruire un esempio
analogo su [0, 1]; prendiamo infatti g, : [0,1] — R definita da

(vedi la figura 2.5).

Figura 2.5: g,(x)

Come prima, per z fissato, g, () — 0. Infatti se x = 0 ¢,(0) = 0 — 0, mentre se x > 0
per n grande g,(z) = f,(z) — 0. D’altra parte

1 1/n 1
/ gn(2) dv = / ne 'z dr + / ne " dx =
0 0 1/n

.CC2 1/n e~ N 1 6_1
ne '— + |n =——e"+elt=et£0
2, 1/n 2n

e quindi di nuovo l'integrale delle g,, non tende all'integrale del limite puntuale (che sarebbe
Z€ero).
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Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo coi limiti e con
gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza uniforme si comporta bene.

2.1.8 Teorema. Siano f, : A — RM, f: A — RM e supponiamo che f, — f unifor-
mente in A. Sia xo un punto di accumulazione per A e supponiamo che per ogni n esista
lim f,(x) che indichiamo con l,,. Allora

T—xo

1. esiste | = lim [,;

n—oo

2. si ha che lim f(z) =1

T—x0

In sostanza si puo dire che

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)

T—x0 N—00 n—00 T—Io
Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo che gli [, hanno limite. Per questo mo-
streremo che la successione ([,,) verifica la proprieta di Cauchy. Fissiamo n e m; dato che,
per ogni z di A

facendo tendere x a zg si ottiene:

Siccome f, wnif f, cioe || f, = fll.o — O, é chiaro che per ogni € > 0 esiste n tale che, se
n,m >0, siha || f, — finlloo < W fo — flloo + I|f — finll < €. Dalla disuguaglianza sopra
segue allora che (l,,) é di Cauchy.

Dunque possiamo trovare un [ in R™ tale che 1, — L.

Mostriamo ora che f(z) — [ per x — x4. Per questo prendiamo una successione ()
in A, con xp — xy e mostriamo che f(xy) — [ per k — oco. Dato £ > 0 possiamo trovare
n tale che per tutti gli n > n si ha:
€

e
Ih=fla<s o -l<s

<73
Fissiamo ora un ng > n (per esempio lo stesso n); dato che fn,(vx) — ln,, possiamo
trovare k tale che

’fno(zk) - lng’ S vk 2 ff

Prendiamo allora & > k: si ha:

Wl M

() = U < 1f (k) = S (@a)] + [fg (28) = lng| + [lng = 1] <
”f - fno” + ’fno(xk) - lno’ + “no - l‘ S -+ -+ - =c

Essendo ¢ arbitrario abbiamo dimostrato che f(x) — [, cioe la tesi. ]

Come conseguenza ricaviamo subito il seguente risultato

unif

2.1.9 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f,, —> f su A e sia xy € A. Se tutte le f, sono
continue in g, allora f € continua in xq. Se ne ricava che se le f, sono continue su A,
anche la f ¢é continua su A.

Dimostrazione. Basta notare che per ogni n lim f,(x) = f,(zo) e applicare il teorema

T—T0

precedente con I, = f,(zo). O
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2.1.10 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f, uniy f su A, supponiamo che le f, e la f
siano integrabili su A e che la misura (o volume) di A (che indichiamo con |A|) sia finita.

Allora

i [ ey = [ p@)ds
Dimostrazione. Si ha:
/A fulz) dz — / f(x) di / (fule) — f(2)) de
/ fule) — f(@)) do < / 1o = Fll dz = |A] [ o — fll. — 0
A A

<

m
2.1.11 Esempio. Contrariamente all’integrazione ’operazione di derivata non va d’accor-
do con la convegenza uniforme. Per esempio se consideriamo le funzioni f, : [-1,1] — R
definite da:
|| se |z| > %
r)=14n 1
2 2n "
(vedi la figura 2.6)
A
1

f

Y

Figura 2.6: approssimazioni derivabili di |x|
si vede che f,, e derivabile e che

seatfz%1
fal@)=qn  selz| <4

-1 sex<—

3=

Non ¢ difficile verificare che f, unif f, dove f(z) = |z| ed & chiaro che f non ¢ derivabile

in zero. Quindi ¢ possibile che funzioni derivabili convergano ad una non derivabile. Vale
pero il seguente risultato.
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2.1.12 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che f, : I — R sia una
successione di funzioni derivabili su I con derivata f, continua su I. Supponiamo che ci
siano due funzioni f,g: I — R per cui:

fn— f puntualmente fl — g uniformemente

(ne seque che g é continua). Allora f & derivabile e f' = g.

Dimostrazione. Siano xg e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo integrale:
) = fulan) = [ gyt
o

Se facciamo tendere n all'infinito f,(xo) — f(zo) e fu(z) — f(x), per la convergenza
puntuale di f,, a f. D’altra parte per la convergenza uniforme delle f! a g e per il teorema

(2.1.10) si ha che:
/ £1(t) dt—>/ o(t) dt
X0 o

e quindi I'eguaglianza sopra passa al limite:

@)~ fa) = [ gyt Vein T

o

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f' = g. Il
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2.2 Spazi vettoriali, convergenza e completezza

2.2.1 Definizione. Un insieme X si dice uno spazio vettoriale su R (rispettivamente su
C) se per ogni x; e x2 in X risulta definita in X la somma x; + x5 dei due vettori
e Ty, per ogni x in X e ogni ¢ in R (risp. in C) risulta definito cz in X, detto prodotto
del vettore x per lo scalare ¢, di modo che le due operazioni cosi introdotte verificano le
usuali proprieta: !

2.2.2 Definizione. Dati zq,...,z, in X si chiamia combinazione lineare di x1,...,x,
un’espressione del tipo ¢1x1 + - - - + enx,, dove i coefficienti ¢y, ..., cx sono in R (risp. in
C). Si dice che zy, ..., x, sono linearmente dipendenti se esiste una combinazione lineare
nulla fatta con dei coefficienti non identicamente nulli (cioe se I(cy,...,¢c,) # (0,...,0)
tali che c;zq + -+ 4+ eyx, = 0). Si dice che z4,...,x, sono linearmente indipendenti se
cio non ¢ vero, cioe se ogni combinazione lineare nulla deve avere tutti i coefficienti eguali
a zero.

Si dice che xy,...,z, ¢ una base per X se xy,...,x, sono linermente indipendenti e
generano X; con quest’ultima espressione intendiamo che ogni x di X si puo scrivere come
combinazione lineare di xy,...,x,, in altri termini x = c;z; 4+ - -+ 4+ cyxy per opportuni
Ciy...,CN.

2.2.3 Osservazione. E semplice verificare che se esiste un base per X fatta di N vettori,
allora

e se M > N presi comunque x1, ...,z in X, essi sono linearmente dipendenti;

e per ogni x in X c¢’e un’unica combinazione lineare dei vettori della base che genera
x.

2.2.4 Definizione. Diciamo che X ha dimensione N se esiste una base per X fatta di NV
vettori. Diciamo che X ha dimensione infinita se cio non e vero per nessun N, cioe se non
e possile trovare una base formata da un numero finito di vettori di X.

L’esempio tipico di spazio vettoriale di dimensione N & lo spazio RY, che puo essere
assunto come “prototipo”di tutti. Si vede facilmente che R" & uno spazio vettoriale di

dimensione N e che una sua base si ottiene per esempio prendendo i versori éy,...,éx
definiti da é; := (1,0,...,0), é:=(0,1,...,0),..., ex := (0,0,...,1). In questo modo il
vettore x = (z1,...,2y) si rappresenta univocamente come x = x1éy + -+ - + Ty€y.

Vediamo ora che si possono considerare spazi vettoriali i cui elementi sono delle
funzioni. Dato A sottoinsieme di RV poniamo

F(ARM) .= {f:A—>RM},
B(ARY):={f: A—RM: |f| & limitata su A},
COARY):={f: A—RM: f& continuasu A}

tali proprieta sono
la commutativa: per ogni x; e z9 in X 1 + 292 = x5 + 27;
P’associativa: per ogni z1, x5 e x3 in X (21 + x2) + 3 = x1 + (v2 + x3);
Pesistenza dell’elemento neutro: esiste 0 tale che per ogni z in X x 4+ 0 = x;
I’esistenza dell’opposto: per ogni z in X esiste —z in X per cui z + (—x) = 0;
la distributiva: per ogni ¢ in R (risp. in C) e ogni x1, 2 in X ¢(z1 + z3) = cx1 + cxo;

la neutralita di 1: per ogni z in X lz =2
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A

fx

Figura 2.7: funzioni linearmente indipendenti in C°

Nel caso in cui M = 1, scriviamo piu semplicemente F(A), B(A) e C°(A). Chiaramente
B(A,RM) C F(A,RM); se poi A ¢ limitato e chiuso allora, per il teorema di Weierstrass,
CO(A,RM) C B(A,RM).

E evidente che si tratta di spazi vettoriali su R, dato che, se fi, fo : A — RM & ben
definita f; + fo ponendo (fi + f2)(z) := fi(z) + fa(x) per ogni x in A e analogamente se
f:A—RM ¢eRe¢ben definita cf ponendo (cf)(z) := cf(x). Inoltre ¢ chiaro che la
combinazione lineare di funzioni limitate (risp. continue) ¢ una funzione limitata (risp.
continua). Notiamo che in tutti questi spazi '’elemento zero ¢ la funzione identicamente
nulla, cioe 0(z) = 0 per ogni z in A.

Analogamente si potrebbero definire degli analoghi spazi di funzioni a valori in CM, che
risultano evidentemente spazi vettoriali su C.

Gli spazi di funzione sopra introdotti hanno tutti dimensione infinita.

2.2.5 Esempio. Mostriamo un esempio che C°([0, 1]) ha dimensione infinita. Per questo
facciamo vedere che preso comunque n intero si possono trovare n elementi di C°([0, 1]) che
sono linearmente indipendenti. A questo scopo dividiamo l'intervallo [0, 1] in n sottoin-

tervalli Iy,..., I, ponendo [ := [%, %], per k = 1,...,n e consideriamo delle funzioni
continue fi,..., fr tali che fy(x) = 0 se x ¢ Ij, mentre fi(zx) = 1, dove zy & il punto

medio di I, (xp = % + ﬁ) Un esempio di funzioni del genere e rappresentato nelle
figura 2.7.

Se ora cq, ..., ¢, sono dei coefficienti reali tali che ¢; f; +---cy fv = 0 allora ¢ f1(x) +
-+ fn(z) = 0 per ogni z in [0, 1]. Scegliendo x = x si trova ¢;-1+c¢9-0+- - -4cn-0 = 0,
da cui ¢; = 0. Analogamente prendendo x = x si deduce ¢ = 0 per ogni k =1,..., N e
dunque fi, ..., fy sono linearmente indipendenti.

2.2.6 Definizione. Sia dato uno spazio vettoriale X. Chiameremo norma (o modulo) in
X una applicazione da X in R con le proprieta seguenti: se indichiamo con ||z|| la norma
del vettore z, allora deve essere

1. ||z]| > 0 per ogni x e ||z|| = 0 se e solo se x = 0;
2. ||ex|| = |¢|||z|| per ogni vettore x e ogni scalare c;
3. ||z + vyl < |lz|| + ||lyl| per ogni coppia di vettori z e y.

Se in X e definita una norma si dice che X & una spazio normato. A volte, quando sia
necessario distinguere tra norme in spazi diversi, indicheremo la norma di un vettore x di
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X con ||z||x.
Notiamo che la seconda proprieta implica || — z|| = ||z]|.

Per il resto del capitolo supponiamo che X sia uno spazio normato, dotato di una
norma || - ||. Possiamo allora considerare in X la nozione di limite Come vedremo, una
volta introdotta una norma, le definizioni sono le stesse che si usano in RY. Per semplicita
¢ i limiteremo ai limiti di successioni, ma si potrebbe fare lo stesso per i limiti di funzioni.

2.2.7 Definizione. Data una successione (a,,) di punti di X e dato [ in X diremo che [ &
il limite di (a,) per n che tende all’infinito ( o anche che (a,) tende ad 1) se

lim ||a, — ]| =0

Scriveremo in questo caso
lim a, =1

n—oo

o anche in modo piu conciso , a, — a (n — 400 viene sottinteso).

2.2.8 Proposizione. La definizione di limite introdotta sopra verifica le usuali proprieta
del limite di successioni di numeri reali. Valgono ad esempio i fatti sequenti che non é

difficile dedurre dalla definizione.
1. 1l limite, se esiste, € unico: a, — li,a, — ly = 11 = ls.
2. Se (a,) ha limite allora (a,) é limitata, cioé AM : ||a,|| < M Vn.

3. Sea, —a,b, - binXesea, = a, B, = FinR (risp. inC) allora a,a,+ 5,b, —
aa + 3.

Le proprieta che non si possono trasferire al caso generale sono quelle che dipendono dal
> (la relazione d’ordine € un concetto essenzialmente unidimensionale). Per esempio i
limati infiniti si fanno solo per le successioni a valori reali.

2.2.9 Esempio. In RY il modulo che abbiamo ricordato nel primo paragrafo: |x| :=
Vi 44 a3, dove x = (a1,...,xy), verifica come si vede facilmente le proprieta di
una norma. Continueremo a usare la notazione con una barra sola per la modulo (o
norma) dei punti di RY (imitando il simbolo del valore assoluto, che corrisponde alla
norma quando N = 1) per riservare le due barre a norme in spazi piu generali.

La norma appena introdotta non & perd l'unica possibile in RY. Potremmo ad esempio
considerare

[x[1 = [aa] 4 -+ fan]

Vediamo che |- |; & una norma.

1. E evidente che |x|; > 0. Inoltre |x|; = 0 significa |x1|+ - - -4 |zx| = 0 che & possibile
se e solo se |z1| =+ = |xy| =0, cioe se x = 0.

2. x|y = |exq |+ -+ Jexn| = |e|(|za] + - - + |zn]) = |c]|x]s-
3. |x+yh=lvi+w|+- -+ len +yn| < |z| + || + -+ en| + lyn| =[x+ |y

Dunque anche | - |; ¢ una norma. Un’altra possibilita e:

IX|oo 1= max{|zy|,...,|zN]|}
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A

1

D
D,

Figura 2.8: Le palle unitarie rispetto a norme diverse

(la notazione con oo sara chiara in seguito). Non ¢ difficile verificare che anche ||, ¢ una
norma.
Notiamo che le tre norme ora introdotte verificano la seguente relazione:

X|oo < [x[ < [x[1 < Nx[o (2.1)
come e facile verificare. Ne segue che le palle di centro 0 e raggio r nelle rispettive norme:
Doo(r) ={x:|x|ec <7}, D(r):={x:x|<r}, Dr):={x:|x|y <r}

verificano le seguenti inclusioni (vedi la figura 2.8):
D1(r) C D(r) C Doo(r) C Dy(NT)

La relazione (2.1) implica che la nozione di limite introdotta a partire da una qualunque
delle tre norme considerate sopra ¢ la stessa. Cio vuol dire che data una successione (a,,)
di punti di RY e un punto a di R si ha

la, —a]| = 0& Ja, —al; - 0< |a, —ale — 0

Per esempio il fatto che |a, — a]; — 0 implichi |a, — aloc — 0 ¢ conseguenza della
diseguaglianza |a, — a|« < |a, — a|; e le altre implicazioni seguono in modo analogo.

L’esempio sopra suggerisce la seguente definizione.

2.2.10 Definizione. Due norme || - ||; e || - ||2 su uno stesso spazio vettoriale X si dicono
equivalenti se esitono due costanti 0 < M; < M, tali che

Mylzlly < lzlls < Meflzlly Vo eX (2.2)

E facile vedere (come fatto sopra) che due norme equivalenti producono la stessa nozione
di limate.

Si potrebbe dimostrare (con strumenti assai avanzati) il seguente risultato.
2.2.11 Teorema. Se X ha dimensione finita tutte le norme sono tra loro equivalenti.

Quindi negli spazi vettoriali di dimensione finita ¢’é un’ unica possibile nozione di limite
(proveniente da una norma).
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Come fatto in RY possiamo introdurre la proprieta di Cauchy per successioni in uno
spazio vettoriale normato.

2.2.12 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato e sia || - || la norma. Si dice che
una successione (a,) di punti di X verifica la proprieta di Cauchy (brevemente (a,) ¢ di
Cauchy) se:

Ve>0 dneN talecheVn,m>n |a, —an| <e.

E di nuovo assai facile vedere che se (a,) ammette limite allora ¢ di Cauchy. A
differenza di R¥ il viceversa pud non essere vero se si considerano spazi di dimensione
infinita. Questo fatto motiva la seguente definizione.

2.2.13 Definizione. Uno spazio vettoriale normato X di dice completo se ogni successione
di Cauchy ammette limite.

Con la definizione precedente il teorema 1.1.11 si puo enuciare dicendo:
“Gli spazi RY sono completi”

Vediamo che in effetti tale proprieta puo non essere vera per uno spazio normato arbitrario.

2.2.14 Esempio. Consideriamo X = C°([—1,1]) e per ogni f in X definiamo

1] = / ()] di

1
Mostriamo che || - ||; & una norma.
1. Evidentemente || f|l; > 0 per ogni f in X; se poi || f||1 = 0 si ha fjl |f(t)|dt =0 ed

essendo |f| > 0 I'unico modo di rendere nullo l'integrale ¢ di avere |f(¢)| = 0 per
ogni t in [—1, 1], cioe di avere f = 0.

2. Se ¢ € uno scalare si ha

1
-1

lefll = / ef(t)]dt = | / 101 de = ell 711

3. Date fegin X

1

I+l = [ 170+ alde< [ 1rlde [ la0]de= 15+ Dol

1

Con tale norma abbiamo introdotto una nozione di convergenza tra le funzioni continue:
data una successione (f,,) di funzioni continue su [—1, 1] e una f continua su [—1, 1], (f,)
tendera a f (nel senso della norma || - ||;) se

/_ 1falt) = FOlde = 0

(cioe se l'area tra il grafico di f, e quello di f tende a zero). Questa nozione di limite
e accettabile ma ha un grave difetto: Lo spazio X non € completo rispetto a questa
norma. Per vedere cio prendiamo la seguente successione:

-1 se —1
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—

Figura 2.9: incompletezza delle continue con la norma integrale

(vedi la figura 2.2.14).
Dico che (f,,) € di Cauchy, infatti presi due interi n > m si ha

1

1 = 2
wawaLMM—mwmg/gﬁ:E

e dunque per n,m grandi tale espressione puo essere resa arbitrariamente piccola. Se
mostriamo che (f,,) non ammette limite abbiamo trovato che X non ¢ completo. Per
questo consideriamo prima la funzione g definita da

-1 sel<t<0
g(t):=40 set=0
1 se0<t<1

e notiamo che

1 1 9
/1|fn(t)—g(t)|dt:/}l1dt:ﬁ—>0

ma ¢ non € una funzione continua. A questo punto supponiamo per assurdo che esista
una f in X tale che f,, — f. Ne seguirebbe:

1 1 1
[ =gnar< [ 1@ - slde+ [ 150 - gold—o
-1 -1 -1
da cui fjl |f(t)—g(t)|dt = 0. Ma cio implicherebbe f(t) = g(t) e questo & assurdo perché
f deve essere continua mentre g non lo e.

La completezza dello spazio gioca un ruolo importante nei problemi di convergenza
di una serie. Analogamente a quanto fatto nel caso dei numeri reali si possono infatti
considerare le serie di elementi di uno spazio vettoriale generico.

2.2.15 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato sia || - || la sua norma.
Data una successione (a,)n>n, di punti di X chiamiamo somma parziale n-esima l’espres-
sione

Sn::Zak:an0+~~+an

k=ng
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(che risulta definita per n > ng). La successione (S,)n>n, si chiama serie associata ad
(@n)n>ne O Pill brevemente serie degli a,,.

Si dice che la serie e convergente se (Sy,)n>n, ammette limite S in X. In tal caso diciamo
che S e la somma della serie e lo indichiamo con

[o¢]
E (.

n=ng
0.@)
Molto spesso, con un leggero abuso, Iespressione » . a,, viene usata per indicare la serie
n=ng

9]
oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la serie > a, ¢/ non é convergente.
n=ng

[e.e]
Diremo che la serie ¢ assolutamente convergente se la serie > ||a,|| € convergente.
k=ng
Notiamo che nel caso delle serie a valori vettoriali non ha senso dire che la serie e
divergente.

2.2.16 Teorema (convergenza e convergenza assoluta). Se X ¢é completo ogni serie
assolutamente convergente ¢ convergente.

Dimostrazione. Poniamo, per n intero:

n

Sy, 1= Zak, T, = || a|]

k=1 k=1

3

Allora presi due interi qualunque n > m si ha:

m m m
|Sn — Sl = Zak_zak = Z agl|| <
=1 k=1 k=m-+1
m m m
S llarl =D llall = > llaxll = |T — Tl
k=m+1 k=1 k=1

Se ne deduce facilmente che se (7},) ¢ di Cauchy (in R), allora (S,,) ¢ di Cauchy (in X).
Infatti dato € > 0 sia n tale che
T, —T| <e Vn,m > n;
allora
|1Sn — Sl < T —Ti| < € Vn,m > n.

Possiamo allora concludere la dimostrazione osservando che

Z |a,|| converge in R = (T,,) ¢ di Cauchy in R =

n=1

(Sn) e di Cauchy in X = Z a, converge in X

n=1

dove I'ultima implicazione discende dalla completezza di X. O

Ricordiamo che in generale non e detto che una serie convergente sia assoluamente
convergente (cioe che valga il viceversa del teorema precedente); cio si puo vedere gia tra
[} _1 n
le serie di numeri reali considerando la serie ( a segni alterni) ) (=)
n=2 n

che converge ma

non converge assolutamente.
Il criterio della convergenza assoluta & comunque assai utile (se funziona) in quanto
permette di ricondursi a studiare la convergenza di una serie di numeri positivi.
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2.3 Spazi di funzioni con la norma uniforme

Ricordiamo che abbiamo indicato con B(A) le funzioni limitate su A e con C°(A) le funzioni
continue su A (a valori reali) e che, se A & compatto (cio¢ A & chiuso e limitato in RYN),
allora C°(A) C B(A) (per il teorema di Weierstrass). E anche chiaro che per f in B(A) la

norma uniforme di f e finita.

2.3.1 Proposizione. La norma uniforme || - ||o = || - ||c0,4, introdotta in 2.1.2, é una
norma su B(A) (e quindi suC°(A)). Di consequenza dire che una successione (f,) in B(A)
converge a f in B(A) significa che f, sono funzioni limitate che convergono uniformente
a una funzione limitata f.

Inoltre, se A ¢ compatto, C°(A) ¢ (un sottospazio) chiuso in B(A).

Dimostrazione. 1l fatto che || - ||o verifichi le proprieta della norma & una semplice conse-
guenza delle definizioni. Il fatto che C°(A) sia chiuso significa che se (f,,) ¢ una successione
di funzioni continue che converge uniformemente a una f, allora f deve essere continua.
Questo e esattamente il contenuto del teorema 2.1.9 Il

L’aver introdotto la struttura di spazio normato sulle funzioni limitate/continue per-
mette di inquadrare varie proprieta della convergenza uniforme e di fare altre conside-
razioni in base alla teoria svolta nel caso astratto, come vedremo meglio nel prossimo
paragrafo.

La norma uniforme ¢ la “norma giusta”in B(A). Vale il seguente risultato (importan-
tissimo).

2.3.2 Teorema. Lo spazio B(A) dotato della norma uniforme é completo. Se A é
compatto, allora lo spazio C°(A) ¢ completo.

Dimostrazione. Vediamo al dimostrazione per B(A) (per C°(A) si ragiona in modo ana-
logo). Sia (f,) una successione di Cauchy in C°(A). Fissiamo un qualunque z in A; dato
che:

(@) = [ (@) <N = Flloa (2.3)

si vede subito che (f,(x)) € una successione di Cauchy in R e dunque ammette limite per
la completezza di R. Possiamo indicare con f(z) il limite di (f,(x)). Abbiamo quindi

trovato una funzione f a cui (f,) converge puntualmente: cerchiamo di far vedere che
fu ™ f
" :

Sia € > 0 e sia n tale che per ogni n > n si abbia ||f, — f| < e. Allora preso un
qualunque =z in A e n > n si ha:

che a causa di (2.3) implica
|fu(z) — f2)| <€
ed essendo x arbitrario

o=l <e

Abbiamo in questo modo verificato la definizione di f,, il g n

2.3.3 Osservazione. Tutto quanto fatto fino ad ora si puo ripetere per funzioni a valori in
RM o anche in CM.
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2.4 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le serie. Per
questo basterebbe applicare la definizione generale di serie a valori in spazi vettoriali -
ripetiamo pero tale definizione nel caso in cui gli elementi da sommare siano delle funzioni.

2.4.1 Definizione. Supponiamo che f, : A — R formino una successione di funzioni. Per
ogni intero n chiamiamo somma parziale n-esima relativa a (f,) la funzione F,, : A — R

definita da: .
= Z fn(x)
i=1

Chiamiamo serie di funzioni associata a (f,,) la successione delle somme parziali (F},).
Diciamo che la serie delle f,, ¢ uniformemente convergente su A se esiste una funzione

F: A — R acuile F, convergono uniformemente: F,, —> F. In questo caso chiamiamo
F somma della serie e la indichiamo con

> I <e quindi F(z) = fu(z) Vo€ A) .

o0

Molto spesso si indica con > f, la serie (cio¢ la successione) oltre che la sua somma.
n=1

oo

Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie > f,”¢ (o non ¢) uniformemente
n=1

convergente.

umf
Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente (F,, — F),

punct
allora essa converge puntualmente (F,, — F'), cioé per ogni x di A la serie numerica

oo
> fa(x) & convergente. Si puo dire in questo caso che la serie converge puntualmente.

Se le f, sono funzioni limitate allora la convergenza uniforme della serie di funzioni
oo
>~ fn non ¢ altro che la conbvergenza della serie nello spazio normato B(A). Dato che

n=1
tale spazio e completo, utilizzando il teorema 2.2.16 si deduce il seguente risultato.

2.4.2 Teorema Sia (fn) una successione di funzioni limitate su A. Se la serie numerica

> ol Z sup | fn(z)| é convergente, allora la serie delle f, converge uniformemente
= n=1x€A
su A ad una funzione limitata.

2.4.3 Osservazione. La proprieta

Zsup|fn )| < o0

n—1 T€A

(cioe la convergenza assoluta rispetto alla norma uniforme) viene anche chiamata conver-

o0

genza totale della serie di funzioni ) f,,. Il teorema precedente afferma quindi che una
n=1

serie di funzioni limitate che sia totalmente convergente ¢ uniformemente convergente.

Se poi le f, sono continue su un insieme compatto, anche la somma della serie e
continua e valgono altre conseguenza del tipo di quelle gia viste nel paragrago 2.1.

2.4.4 Corollario. Sia (f,) una successzone di funzzom in CY(A), con A compatto e

supponiamo che la serie numerica Z | frll o Z max | fu(2)| sia convergente. Allora
n=1
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e.9]
1. F =5 fu, € una funzione continua.
n=1

2. Si ha

F(z)de = f: ful) dx:i fule) dz
fireres [ (Sne) e |

3. Se A =1 ¢ un intervallo, se le f, sono tutte derivabili con derivata continua e se
[e.@] o0
anche la serie Y ||fl]l. = Do max |fl(z)| é convergente allora I ¢é derivabile e si
n=1 n=1 %€

ha o
F'(z) = Zf,’b(x) YV in 1.
n=1

Dimostrazione. Per il teorema (2.4.2) la successione delle somme parziali (F},) converge
uniformemente a F' e dunque il limite F' ¢ una funzione continua (dal teorema (2.1.8)).
Inoltre, per il teorema (2.1.10)

/ F(z)dx = lim | F,(z)dz = lim (i fk(x)) dx =

A
li folx) do = fu(x)d
”LI&;/A w(x) dx ;/A x)dx

(I'ultima eguaglianza ¢ solo la definizione della convergenza della serie degli integrali).

Infine I'ipotesi di convergenza della serie ) || f, || implica, sempre per il teorema (2.4.2),

n=1
che la serie delle f/ ¢ uniformemente convergente. Questo significa che le sue somme
n n
parziali ) f; convergono uniformemente ad una funzione continua G. Dato che ) f; =
k=1 k=1

F) abbiamo che F) “ G. Per il teorema (2.1.12), cio implica che F' ¢ derivabile e
F' = @G, cioe vale 'ultima affermazione. O

2.4.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni f,, : R — R, definite

da

x
o) = s
Si vede facilmente che
) ) 1 — n2z?
L ) = i ful@) =0 o) =

Quindi il grafico di ogni f,, ¢ quello rappresentato in figura 2.10.
In particolare f, raggiunge il suo massimo in z = % e il massimo di f, vale f,(1/n) =
1/2n. Dunque
1
[ falloe e = sup [ fu(@)] = 5.

e quindi f, i (su tutto R). Consideriamo ora la serie

>
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x
1+ n2x?

Figura 2.10: Z

Studiamone la convergenza puntuale: fissato x in R vediamo se la serie

- T
; 1 4 n?x?

e convergente. Questo ¢ vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i suoi termini
nulli, mentre se x # 0

kd 1
~ n2x? T n?|x|

x
1+ n2z?

e quindi la serie converge (dato che la serie Tal Z = converge). Dunque ha senso scrivere

Z 1 +n2x2

n=1
(x per x). Notiamo che F'(0) = 0. Ci possiamo chiedere se F' sia continua su tutto R.
o0

Cio sarebbe sicuramente vero se Y || fulloor < +00; sfortunatamente tale serie diverge
n=1

oo
1 . . . . . .
essendo eguale a 21 5, = 100 e quindi con questo ragionamento non si perviene a nulla.
n=
Se pero fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a, +00], si ha

Il = Sp fuf@) = fule)  sen>1fa

Allora
Y olfallooa= D Mfallosa+ D fala) =
n=1 n<l/a n>1/a
S et Yt € 3 et 2 3 < 4o
n<l/a n>1/a n<l/a n>1/a

Applicando il corollario 2.4.4 (in A) otteniamo che la serie converge uniformemente su
A e la sua somma F' risulta continua su A. Dato che il numero a > 0 & arbitrario ne
deduciamo che f e continua su |0, +oo[. Analogamente si dimostra che F' ¢ continua su
] — 00, 0.
In maniera analoga possiamo dimostrare che F' ¢ derivabile su A e quindi e derivabile
in ogni « # 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate
2,.2

=, 1 —n*z
;fn, dove f!(z) = —(1—|—n2x2)2
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Si ha
T 1 — n%z? 1 + n?z? 1 1
=SUp | ———— | < su .
ot = OO0 (14 n222)2| — ng ntzt T nta*  n?a?
o0
Dato che }  —— + —— < 400 la serie delle derivate ¢ uniformemente convergente su

—intat  n2a?
A e quindi tale serie ¢ la derivata di F'.
Vediamo che invece F non e continua in zero. Infatti se 0 < z < 1 si ha 2
00 [1/a] . [1/a] . 1
_— > — =zl —.
le—i—n%:? _le+n2x2 ST pv el = 3

Questa disuguaglianza rende impossibile che F(z) — 0 = F(0) per x — 07 e quindi F
non ¢ continua in zero (almeno da destra - si puo anche ripetere lo stesso ragionamento
per x — 07).

In verita possiamo essere piu precisi. Usando l'osservazione 1.2.12 possiamo scrivere

+oo T
F(x) = ————dy da cul
&= TrpE

400 T 400 T 400 T
———dy < F < = —dy.
/1 T+ g2 = (w)_/l 1+ (y —1)%2? /0 1+ y2? Y

Sostituendo ¢t = zy si ricava

+oo 1 +o0 t
dt < F(z) < dt
/m e dts @) —/0 1+ 2

e facendo tendere z a zero si ricava

+oo
lim F(x):/ ;dt::
0

z—0t 1+ t2 2

La figura 2.10 rappresenta le somme parziali fino all’ordine 10 delle f,, e, con linea
tratteggiata, la somma della serie (in realta la somma di ordine n = 5000).

2.5 Applicazioni lineari continue

2.5.1 Definizione. Siano X; e Xy due spazi vettoriali normati e indichiamo le loro norme
con || - ||y e |- |2 rispettivamente. Siano A un sottoinsieme di X; e zp un punto di A e sia
F una funzione (o applicazione) da A in Xy, (in breve f: A — Xs).

Diremo che F' & continua in x se per ogni successione (a,) di punti di A tale che a,, —
(in X;) succede che F(a,) — F(xg) (in X3). Diremo che F' & continua in A se F' & continua
in tutti i punti di A.

E facile vedere che valgono le seguenti proprieta (standard).

2.5.2 Proposizione. 1. Se F ¢ continua in xo allora F é limitata in un intorno di
Xg, ctoe esistono un raggio r > 0 ed un numero M tali che

|F(x)]|e < M Ve e A:|lx —xolh <7

Zricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero ¢, definita da [t] := max{n € N:n < {}; ne
segue allora che [t] & un intero e che [t] <t < [t] +1
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2. Se F' e G sono continue in xg e se a, 3 € R (risp. € C), allora «F + G ¢ continua
m Tg.

3. Se Xy, Xy e X3 sono spazi normati, se A C Xy, xg € A, BC Xy, FF: A— B,
F ¢ continua in xo, G : B — X3, G & continua in yo := F(xo) allora la funzione
composta G - F' e continua in xg.

Un particolare interesse rivestiranno per noi le applicazioni lineari continue.

2.5.3 Definizione. Siano X; e Xy due spazi vettoriali. Se L ¢ una applicazione da X; in
X, si dice che L e lineare quando

L(coxy + coxa) = c1 L(xy) + coL(x2) Vay,xe € Xy, Ve, ¢ € R(risp. in C)
Spesso per le applicazioni lineari si sopprimono le parentesi scrivendo Lz in luogo di L(z).
2.5.4 Proposizione. Se L : X; — X, ¢ lineare sono equivalenti i tre fatti sequenti.

1. L é continua in ogni xo di Xq;
2. L e continua in 0O
3. esiste una costante M tale che
L))z < Mjzlly  VeeXy (2.4)
dove || - ||y (risp. || - ||2) indica la norma in Xy (risp. in Xz).

Dimostrazione. B chiaro che (1) = (2). Mostriamo che (2) = (1). Sia 2 un qualunque
punto di X;. Per la linearita e la continuita in zero:

T, — To < (T, — 29) — 0= L(x, —x9) — 0 < L(z,) — L(xo)

(dato che L(0) =0 ) e quindi L & continua in x.
Mostriamo che (2) = (3). Per le proprieta dei limiti ¢ chiaro che se L ¢ continua in zero
allora essa ¢ limitata in una palla centrata in zero, cioe esistono M; ed r > 0 tali che

ILy)ll < My Vy € Xy tale che |jy|l <

Ma allora se © € X; e x # 0 posto y := Hx—”r si ha ||y|| = r e dunque L(y) < M;. Per la
x

linearita di L

|

]lx B
2@l = gy < 1200y,
. M,y .
e quindi, ponendo M := — abbiamo ottenuto (2.4).
r
Se viceversa vale (2.4) ¢ evidente che L ¢ continua in zero, cioe vale (2). O

2.5.5 Definizione. Se L ¢ lineare e continua chiamiamo norma di L il numero
||L|| := inf {M : vale la disuguaglianza (2.4)}
Quindi (come si puo vedere facilmente)
L@@l < LMzl Vo eXy
e ||L|| ¢ il piu piccolo M per cui vale tale disuguaglianza. Si puo anche vedere che

Lz
1) = sup L2l iz,

w0 || flzl1=1

Vediamo che la norma sopra introdotta per le applicazioni lineari ha effettivamente le
proprieta introdotte in 2.2.6.



2.5. APPLICAZIONI LINEARI CONTINUE 33

1. Chiaramentel||L|| > 0, se poi ||L|| = 0 si ha ||Lz||s < 0||z||; per ogni z, cioe Lz =0
per ogni x e dunque L = 0.

2. Sia c uno scalare. Allora ||(cL)(x)||2 = |c|||L(z)]]2 < ||| L]|||z]]1 per cui M = |¢|||L||
verifica [|(cL)(z)||2 < M]||z||;. Dato che ||cL| & la piu piccola costante con questa
proprieta si ha |[cL|| < |c|||L||. Se ¢ = 0 abbiamo finito; se ¢ # 0, per lo stesso motivo
IL|| = |[cteL|| < |e7Y||eL]| e quindi, moltiplicando per |c|, troviamo |c|||L|| < ||cL].
Mettendo insieme le due disuguaglianze si ha ||cL|| = |c|||L]|.

3. Siano L; e Ly due applicazioni lineari continue. Per ogni x si ha

(L1 + Lo) ()l = [[L1(2) + La(z)l|l2 < | La(2)]|2 + || L2(2)]l2 <
[ Lall2llz ]l + I Lalollzlly = (L1l + I L2l |2

Quindi M = || Ly || + || L2|| verifica ||(Ly 4+ La)(x)||2 < M||z||1. Dato che ||Ly + Lo|| &
la piu piccola costante con questa proprieta si ha ||Ly + La|| < ||L1|| + || L2||-

Abbiamo quindi verificato che lo spazio vettoriale
L(X,Xy) :={L:X; — X5:L ¢ lineare e continua}

& uno spazio normato (quindi si puo introdurre una nozione di convergenza di applicazioni
lineari a una applicazione lineare).

Se poi X; = Xy = X e quindi prese due applicazioni lineari L;, Ly da X in X ha senso
considerare la composizione LiLs, si ha:

1L Lo} < [ L[ L2l

Infatti per ogni = si ha || Ly Lox|| < ||L1|||[Laz|] < [|Lal]| Lol ||l]|. Quindi M = ||L4|||| L2]]
verifica || Ly Lox|| < M||x||. Dato che || Ly Ls|| € la piti piccola costante con questa proprieta
si ha [y Lof| < [[La[[| L.

2.5.6 Esempio. Consideriamo una applicazione lineare da RY in R, Indichiamo con é;
i versori di RY (j = 1,...,N); allora il vettore Lé; avra M componenti che indichiamo
con ai j,...,an,;. In questo modo risulta definita una matrice M x N A di elementi a; ;
pert=1,...,Mej=1,...,N. Usando la linearita di L si vede facilmente che

N
L(a:l,...,a:N):(yl,...,yM)@yi:Zaiijj peri=1,...,M
j=1

Questo significa che L si rappresenta mediante il prodotto matriciale della matrice A per
in vettore x (convenendo di rappresentare i vettori come colonne, cioeé come matrici N x 1
(in partenza e M X 1 in arrivo).

Poniamo A := max {|a;;|:i=1,...,M,j=1,...,N}. Si vede allora che

N
E :am‘%‘

j=1

M

IL(x)| < |L(x)]; = |A -x|; = Z

i=1

< MAx|; < NMAlx|

(abbiamo usato ripetutamente (2.1)). Ne segue che L & continua e che |L|| < NMA. Se
identifichiamo le matrici M x N con i vettori di RV possiamo notare che A corrisponde
a |A|s precedentemente introdotta. Quindi possiamo scrivere |A|| < NM|Al,. Quindi
qualunque applicazione lineare da RY in RM ¢ continua.
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Notiamo che vale anche |A|, < [|Al| dato che perognii=1,...,Meognij=1,...,N
|ai;| = [(Ae)):] < |A¢;] < [|Allle;] = [[A]]

e quindi la stessa disuguaglianza vale prendendo il massimo di tutti gli |a; ;.

Ne segue che || -|| e | - |oo sono norme equivalenti. Dunque la convergenza indotta sulle
matrici N x N dalla norma delle corrispondenti applicazioni lineari coincide con quelle che
si ottengono vedendo le matrici come M N-uple di numeri. In sostanza una successione di
matrici A, tende ad una matrice A (nel senso delle applicazioni lineari) se e solo se ogni
componente di A,, tende alla corrispondente componente di A.

Quanto fatto per RN vale per gli spazi di dimensione finita.

2.5.7 Teorema. Ogni applicazione lineare tra spazi normati di dimensione finita é con-
tinua.

Vedremo che, come per la completezza, anche quest’ultimo teorema non vale piu
negli spazi di dimensione infinita. Cominciamo pero col mostrare qualche esempio di
applicazione continua tra spazi di funzioni.

2.5.8 Esempio. Consideriamo lo spazio X = C°(A) con la norma || f|| = || f|lco.a- Se zo &
un punto prefissato in A si puo considerare

Fi(f) = f(zo)  per ogni f in CO(A)

e quindi F; : C°(A) — R; si pud anche prendere Fy : C°(A) — R definita da

E(f) = /Af(x) dx per ogni f in C°(A)

(in questo caso lo spazio di arrivo ¢ lo spazio unidimensionale R = R!). Entrambe queste
due applicazioni sono lineari (come & ovvio verificare). Esse sono anche continue. Per la
continuita di F; basta osservare che

unif

(la convergenza uniforme implica quella puntuale). Per quanto riguarda la continuita di
F5, questa ¢ il contenuto del teorema 2.1.10.
Notiamo che se f € CY(A)

[P = [f(zo)] < [[flle = IF1]l <1

e analogamente

[F2(f)] = !/Af(aﬁ) dz| < [A[||flloc = 1F2ll < |A]
Si potrebbe dimostrare che valgono le eguaglianze, cioe che:
Il =1, [l = Al

2.5.9 Esempio. Riprendiamo lo spazio X = C°([0, 1]), ma consideriamo in X la norma || -
|1 dell’esempio 2.2.14. Consideriamo di nuovo le applicazione Fy, F» : X — R dell’esempio
precedente.
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Si vede facilmente che F; ¢ continuo, infatti per ogni funzione continua f si ha:

/olf(” dt‘ = / F®)ldt = | f]1.

Quindi, con quest’altra norma, si ha ||F3|| <1 ( e si potrebbe vedere che ||Fy|| = 1).
Invece F} non e continuo. Consideriamo infatti le funzioni f,, definite da

1—nt e <t <
nll) = - =
CEE F

|F2(f)’ =

— 3=

E chiaro che fn sono continue, dunque f,, € X, e che

1 1/n 1
Il = [ 10lde = [ 0= mde= 5~

n

e quindi le f, — 0, dove O indica la funzione nulla. Pero Fi(f,) = f.(0) = 1 mentre
F1(0) =0 e dunque non ¢ vero che Fi(f,) — Fi(0), cio¢ F; non & continua.

2.5.10 Osservazione. 1 due esempi precedenti mostrano che ||-|| e [|||, non sono norme
equivalenti su C°(A). Questo per la veritd era gia chiaro dato che C°(A) ¢ completo
rispetto a ||-||, mentre non lo & rispetto a ||-|;.

2.5.11 Esempio. Si puo considerare l'insieme Xj:
Xy = {f € C%(A): f & derivabile}

che ¢ un sottospazio vettoriale di X = C°(A), dato che f, g derivabili implica a.f + 3¢
derivabile. Allora l'applicazione D : X; — X definita da D(f) := f' (D é loperazione di
derivazione) ¢ lineare dato che

D(af + Bg) = (af +B9) = af' + g’ = aD(f) + BD(g)

Perd D non ¢ continua, se si considera (sia in partenza che in arrivo) la distanza introdotta
sin(nx)

1
sopra. Per vederlo prendiamo f,(z) = . Si vede facilmente che || f,,|| ., = — e quindi
n

fo— 0. Tnoltre fn € Xy per ogni n. Pero f/(x) = cos(nzx) e quindi ||D(f,)| = ||fLll = 1.

unif

Questo implica che non puo essere D(f,) —> D(0), altrimenti 1 = ||D(f,)|| — || D(0)|| =
0, che ¢é assurdo.

Abbiamo trovato quindi un altro esempio di applicazione lineare non continua. Inoltre se
si rilegge 1’esempio 2.1.11 in termini astratti si vede che esso dice che il sottospazio X;
non e chiuso in X (altra proprieta che sarebbe vera se fossimo in dimensione finita)

2.6 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati precedenti per studiare serie del tipo

o
= Z an(z — 29)"
n=0

Per motivi che saranno chiari nei prossimi paragrafi risulta conveniente ambientare il
problema nei numeri complessi, quindi, almeno all’inizio, i coefficienti a; saranno dei
numeri complessi, zg € C e faremo variare la z in C. Ad un certo punto perod (quando
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entreranno in gioco le derivate) ci metteremo in R, supponendo a,, zo, z € R; utilizzeremo
allora, per “ragioni estetiche”xy e x al posto di zg e z.

Nel resto del paragrafo zy sara un numero fissato. Per R > 0 consideriamo il disco
aperto di centro zy e raggio R:

B(R) = B,,(R):={z€ C:|z— 2| < R}.
e il corrispondente disco chiuso

B(R) = B.,(R) :=={2€C:|z— 2| < R}.
Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:

2.6.1 Teorema. Siano (a,) una succesione in C e poniamo:

M :=limsup /|a,|

n—oo

(per esempio supponiamo che esista il limite di {/|a,| e chiamiamolo M ). In generale
M € [0, +oc]. Poniamo
+oo  se M =0,
= 1

R:= w5 M €]0, 00|,

0 se M = +o0.
Allora:

1. per ogni R con 0 < R < R la serie Y a,(z—z2)" converge uniformemente su B(R);
n=0

questo implica che per ogni z in B(R) la serie converge puntualmente in z;
2. per ogni z fuori da B(R) la serie non converge in z.
Si noti che non si dice nulla (e la situazione é diversa caso per caso) di cosa succeda sulla

“buccia”S(R) == {z € C: |z — z| = R}.

Dimostrazione. Sia R < R e applichiamo il teorema 2.4.2 alla serie di funzioni Y~ a,(z —

_ n=0
2p)" sull’insieme A = B(R). Si ha:

lan(z = 20)" [l pry = SUP lan(z = 20)"| = |an| R".
z€B(R)

oo
Se applichiamo alla serie numerica ) |an(2 = 20)" || oo 5y 1l criterio della radice troviamo:
n=

R
lim sup WMZ — 20)"|| oo, 5r) = limsup {/]a,|R = MR = =<1

n—:o0 n—oo

e dunque la serie converge (questo funziona se R # 0,00, ma ¢ chiaro che se R = 0 il
teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre se R = oo, cioe se
M =0, tutti gli R > 0 vanno bene perche MR = 0).

o0
Dalla convergenza di > [lan(z — 20)"[|, (g, si deduce la convergenza uniforme della serie
n=0 ’

di funzioni sul disco chiuso B(R).

In particolare, se z € B(R) (disco aperto) si puo prendere un raggio R con |z — zp| < R <
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R; dato che la serie converge uniformemente su B(R) deve convergere in z.
Infine se |z — z,| > R si ha:

limsup v/|a,(z — 20)?| = limsup {/|a,||z — 20| = M|z — 2| = |2 __ZO| > 1

n—oo n—oo R

(o]
che, sempre per il criterio della radice, implica che la serie > a,(z—zp)" non converge. [
n=0

2.6.2 Definizione. Data la successione (a,) in C chiamiamo raggio di convergenza della
]

o0 —
serie Y an(z — 29)" il numero R (in [0, +00]) ottenuto nel teorema (2.6.1).
n=0

Risulta quindi definita la funzione f(z) = > a,(z — 2)™ per ogni z in B(R) (se R =0
_ _ _ n=0
B(R) = 0; se R=+o00 R=C).

2.6.3 Proposizione. La funzione
F(2) =" an(z— z)"
n=0

¢ (ben definita e) continua nel disco aperto B(R), dove R ¢ il raggio di convergenza della
serie.

Dimostrazione. La tesi ¢ una conseguenza del teorema 2.1.9, dato che le somme parziali

n
fn(2) = 3= ar(z — 2)* sono ovviamente continue e convergono uniformemente a f su ogni
k=0

disco chiuso B(R), se R > R. O

D’ora in poi consideriamo il caso a coefficienti reali. In realta tutto quanto stiamo per
dire vale allo stesso modo nel caso generale, ma per poter vedere cio avremmo bisogno di
sapere cosa e la derivata in z di una funzione di variabile complessa. Quando faremo tale
definizione risultera chiaro che tutta la teoria delle serie di potenze si ambienta natutal-
mente nei numeri complessi.

Quindi ora a,, € R e 2y = z9 € R; naturalmente il raggio di convergenza R ¢ definito come
prima, perd se vogliamo prendere la z = x reale dobbiamo considerare z €]z — R, 7o+ R|.

2.6.4 Proposizione. La funzione f :]xg — R,z + R|— R definita da

f(x) = an(z — )"

e di classe C*°, cioé ha derivata k-esima continua per qualunque k intero. Inoltre vale la
formula

f®(z) = Zann(n — 1) (n—k+1)(x—x0)"" Vzin]zg — R,zo+ R  (2.5)
n==k

dove la serie (delle derivate) scritta destra ha lo stesso raggio di convergenza R della serie
di partenza.
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Dimostrazione. Verifichiamo che la serie delle derivate k-esime ha lo stesso raggio di con-
vergenza della serie di partenza. Per questo ricordiamo che {/n — 1 (e allora anche

Yn—1—1,...,VYn—k — 1). Dunque se limsup {/|a,| = M si ha

n—oo

limsup {/|a,n(n —1)---(n—k+1)| =

limsup {/|a,|/nyn—1---Vn—k+1= M.

n—oo

Quindi i raggi di convergenza sono gli stessi. A questo punto la tesi segue per il corollario
(2.4.4). O

2.6.5 Osservazione. Se mettiamo x = z nella formula (2.5), otteniamo:

f(k)<33'0)

f(k)(xo) = CLkl{?' <~ ap = il

cioe f (in Jzg — R,z + R[ ) ¢ eguale alla sua serie di Taylor.

2.6.6 Esempio. Consideriamo la serie f(z) := >_ 2". Allora il raggio di convergenza & 1
n=0

dato che /1 — 1. Peraltro si sa che:

. 1— zntt 1
k
= <1
Zz T 1 se |z|
k=0
- 1 : : : : 1
e quindi f(z) = T, Per ogni 2 del disco aperto {|z| < 1} (in particolare f(z) = 1
—z —z
se —l <z <1).
[e'e) l’n
Consideriamo ora un’altra serie g(x) := >, —. Anche questa serie ha raggio di conver-
n=1 N
d n
genza 1 dato che {/1/n — 1. Notiamo che d—x— = 2" e dunque
rn
gla)=)Y a""' =) a"= f(a).
n=1 n=0

In altre parole g € una primitiva di f, cioe g(x) = In(1 — x) + ¢ per ¢ costante. Ma
calcolando tutto in x = 0 si trova 0 = ¢g(0) = ¢ e quindi:

g x—zln(l—x) se —l<z<l.
n
n=1

o0
Consideriamo ancora una terza serie: h(z) := > nz". Anch’essa ha raggio di convergenza
n=0

1 perché /n — 1. Si ha

h = n _ ni]‘: e . n — !
(x) ;}nm x;mﬁ' x;dxx xd:c (;x ) zf'(x)
e quindi

> x

an”: se —1<z<l.
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o0
2.6.7 Esempio. Consideriamo la serie Y (—1)"2*". Questa serie ha raggio di convergenza
n=0

1. In questo caso in verita non esiste lim, ., {/|a,| perché si ha:

—1)k = 2k
an:{( )* sen

0 sen=2k+1

pero il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione %/|ag|. Si vede
facilmente che

o0 e¢] 1
n_2n __ 2\n __
;}(—1) 2" = ;(—z )= T se |z] < 1.

1
Quindi la serie converge a 2 P le z in {|z| < 1}. Guardando la cosa dal punto di

2
z
vista di R la cosa e abbastanza strana, dato che non si capisce come c’entri il numero 1

con la funzione 172 che e ben definita su tutto R. Dal punto di vista complesso invece
x
e chiaro che il raggio di convergenza non puo essere piu di 1 dato che i e —z, cha hanno

modulo uno, sono delle singolarita per .
1+ 22

o0
Abbiamo visto prima che data una serie di potenze ) a,(xr — zo)" essa definisce
n=0
una funzione f sull'intervallo |zg — R,zo + R| ed f ¢ somma della sua serie di Taylor.
Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di classe C*°, definita per esempio su
f(")(l’o) . ‘ ‘ > .
— E spontaneo chiedersi se la serie > a,(x — z0)
n. n=0
(costruita a partire da f) sia convergente in |xg — r, o + 7| e soprattutto se converga a f.
Il seguente esempio mostra che, in generale, cio non e vero.

|xg —r, 20+ 7], e poniamo a,, :=

2.6.8 Esempio. Consideriamo la funzione f : R — R definita da

O s

0 sex =0

E chiaro che f € continua in zero, dato che e~ l7™" — 0 per z — 0.
Per x > 0 si ha:

f’(x) — _x72€:p’1
f(2) = 2073 + 27 4)e”
FO@)=(—62"* =425 - 2070 — 2% = (=627 — 627" —z %)

—1

fP(@) = P(a™t)e”

per un opportuno polinomio P,. Dato che I’esponenziale “vince ”su ogni polinomio si
trova

; k) () =
qualunque sia k intero. Lo stesso si trova facendo il limite da sinistra per cui f*)(0) = 0
per ogni k intero. Quindi
f0)y=0  Vk.
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In altri termini f si annulla in zero piu rapidamente di qualunque potenza. Tutto questo
implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero ha tutti i coefficienti nulli e
dunque converge uniformemente ovunque alla funzione zero. Dato che f(x) # 0se z # 0
si ha che f(z) non é eguale alla somma della sua serie di Taylor in nessuna x # 0.
Vedremo nel seguito che questo dipende dal fatto che stiamo ragionando in R, se infatti
guardassimo la funzione in C essa non sarebbe C! in un intorno di zero.

Nel seguente enunciato si da un criterio (sufficiente ma non necessario) per far funzio-
nare le cose.

2.6.9 Proposizione. Supponiamo che f :Jxg—r, zo+7r[— R sia di classe C* e supponiamo
che esista una costante K tale che

|f(”) (z)] < K" per tutte le x in |xg — r,xo + 1|
Allora < o(m)
Iy o

Dimostrazione. Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

P (g (1) (¢, X
_ Z f k(‘ 0) ($—x0>k+ f(n +(§>,' )(x_l,o)nJr

dove &, , ¢ un opportuno punto, che dipende da n e da x, che si trova sul segmento tra
2o e x. Facendo tendere n all’infinito:

fTH-l é—nx)
(n+1)!

Kn+1 rn—f—l

) — (n+1)! -

(x — xo

(il fattoriale va all’infinito piu velocemente dell’esponenziale) e dunque la serie converge
a f(z). O

2.6.10 Esempio. La funzione f(z) := e® é somma della sua serie di Taylor:

per tutti gli z in R. Infatti, fissato R > 0

(k) — z| _ R
mg{l%}fm'f ()] r[na}%XR]lel e

(che é una costante indipendente da n). Per (2.6.9) la tesi vale su [—R, R] e per I'arbitra-
rieta di R la tesi é vera ovunque.
Nello stesso modo si puo verificate che

TL

o0 o0
sin(z g g2t cos(x E
Qn +

3

per tutti gli z in R.

Notiamo che, da quanto fatto in precedenza, si deduce che tutte tre le serie scritte
sopra hanno raggio di convergenza infinito e quindi definiscono delle funzioni da C in C
(mettendo z € C al posto di x € R). In particolare
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¢ ben definita per ogni z in C. Facciamo vedere che f(z1 + 22) = f(z1)f22). Infatti
applicando il teorema 1.2.11 (dimostrato per serie a termini reali, ma valido anche per
termini complessi con la stessa dimostrazione) si ha:

0o 1 . oo 1 . 00 n Zf 25 k
f(21)f(22) (Z —,Z1> = (Z 732) = Z( Ll k l)
=0 o v n=0 \k=0 ( )
00 n n—=k
(S 0)) S e
n=0 k=0 n=0

f(fc’+iy)=f(x)f<iy)=€wz(iy')n:e Z | 2k+1 )

n=0 k=0
00 Ly o0 i y2k+1
e Z(—l) 2] —HZ(—l) e e”(cos(y) + isin(y)).
k=0 k=0
e dunque, con la definizione tradizionale di e* per z in C, troviamo

C 1 n 4
> =
“— nl

Si potrebbe in realta definire le le funzioni e?, sin(z) e cos(z) mediante le serie scritte
sopra, e dimostrare che la formula e**% := e¢”(cos(y) + isin(y)) ¢ una conseguenza di tali
definizioni.

2.7 L’esponenziale di una matrice

Come abbiamo visto, se A ¢ una matrice N x N, ¢ definita la norma di A, vedendo A
come applicazione lineare da RY in RY e quindi ¢ definita una convergenza nello spazio
delle matrici N x N: A, — A se e solo se ||A, — A|| — 0. Abbiamo anche visto che tale
convergenza si traduce nella convergenza componente per componente, cioe

n
A, —>A(:)a5j) — Qy
dove agL) indica la componente ij di A, e a;; indica la componente ij di A.
La stessa cosa si puo fare se A & una matrice N x N a componenti complesse - vedendo

A come applicazione lineare da CV a CV.
Data A matrice N x N a coeflicienti a;; € C consideriamo la serie

o

1
lAn
nOn

che converge perché ¢ assolutamente convergente; infatti
Z A7) < Z Al = e

Tale serie si chiama esponenziale della matrice A e si indica con e Qumdl , Converge
k=0
a e” nelle matrici e cioé componente per componente.
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2.7.1 Proposizione. Se AB = BA (A e B commutano) allora

Prima della dimostrazione premettiamo un risultato analogo al teorema (1.2.11), la cui

dimostrazione si potrebbe ottenere imitando gli stessi argomenti usati nella dimostrazione
di (1.2.11)

2.7.2 Proposizione. Siano (A,) e (B,) due successioni di matrici tali che A,B,, =
B, A, per ogni m,n e supponiamo che

Dl Aull < 400, > || Bull < +oc.
n=0 n=0
Poniamo

Cn = i Aan_k.
k=0

Allora > |Gyl < 400 e
n=0

(£ (5)

n=0
. : : o . A" B"
Dimostrazione di (2.7.1). Applichiamo la proposizione sopra al caso A,, = —e B, = —-
n n!
E chiaro che le ipotesi sono verificate e quindi:
o An 0 B" n n Ak Bn—k
A B _ a4 d a4 _
o (38 (%) -2 (S -
n=0 n=0 n=0 \k=0
n 1 " n k pn—k - 1 n A+B
3L (S () = S b =
n=0 k=0 n=0
O

2.7.3 Proposizione. Se M ¢ una matrice invertibile, allora
eMTIAM _ pr-leA s
Dimostrazione. Poniamo A, := M~'AM. Allora
Al = (M TAMY(MYAM) - - (M PAM) = M~ PAA--- AM = M 1A"M.
e quindi
"L Ak [ = AP

Do =M M

k=0
da cui segue facilmente la tesi. O]

Supponiamo che la matrice A sia diagonale, allora

AN O - 0 A0 - 0

0 Ny --- 0 0)\3... 0
A= . . . |=4A"= . - .

0 0 -+ Ay 0 0 --- N
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da cul si ottiene facilmente

eM 0 0
0 et 0
et =
0 0 -.. e
Pitt in generale supponiamo che A abbia N autovalori reali distinti Ay,..., Ay. Allora si
puo trovare una base di N autovalori ey, ...,ey (cioe Ae; = \;e;). Se allora prendiamo la
matrice M = (eyq,...,e,) le cui colonne sono i vettori ey, ..., e,, cioé la matrice M tale

che Mé; = e; allora si vede facilmente che M ¢ invertibile e che
M_IAMéZ‘ = M_lAe,» = M_l)\iei = )\Zéz

e quindi D := M~YAM ¢ la matrice diagonale avente gli autovalori di A sulla diagonale
principale. Da questo fatto segue che A = M DM~ da cui

6)\1 o --- 0
A
T S S S I o Y=
0 O oo 6)‘N

Vediamo ora come si descrive in generale I’esponenziale di una matrice 2 x 2

2.7.4 Esempio. Sia A una matrice complessa 2 x 2. Dato che gli autovalori di A sono le
radici del polinomio caratteristico che e di secondo grado si possono presentare due casi.

1. A ha due autovalori distinti \; e Ay in C e dunque ha due autovettori e; ed e
linearmente indipendenti in C2. Allora, come abbiamo appena visto, se M = (ey, e;)

A1 0
-1 _ 1
D:=M AM_(O )\2)

da cui

-1 e’ 0 _
€A:€MDM :M( 0 e>\2 M 1

2. A ha un solo autovalore reale A (che deve essere una radice doppia del polinomio
caratteristico). Sia e un autovalore di A e consideriamo M = (e, w) dove w ¢ un
qualunque vettore linearmente indipendente da e. Allora si vede che

_ Ay
- 1 _
T:=M"AM = ( 0 2\ )
per un opportuno v reale. Infatti 7é; = M~*AMé&, = M~tAe = M~1)le = \é;, da
cui si ricava t;; = A e to; = 0, e quindi 7" ¢ triangolare superiore. Inoltre too = A
dato che A\ e I'unico autovalore.

Allora .
n [ A" ynA"T
m= (0 )

come si verifica facilmente ragionando induttivamente. Ne segue che

o0 n 00 n 00 n—1

Z ™ _ D o /7\7 V2ot (;/\\Ln—l)! — ( et 763 )

n=0 n! 0 Zn:(] n! 0 €
Quindi, ragionando come prima

A

A
A=MTM =M & T )
0 et
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Supponiamo ora che A sia a coefficienti reali e cerchiamo una versione reale dei risultati
appena trovati. In questo casi si possono distinguere tre casi.

1. A ha due autovalori reali distinti. Ragionando come nel caso complesso si trovano
due autovalori e; ed e, linearmente indipendenti e reali. Posto M = (eq, e3) si trova

A1
A € 0 -1
e _M<0 e&)M

2. A ha un solo autovalore A, che deve per forza essere reale. Anche questo caso si
tratta nello stesso modo del secondo caso di prima, con I'unica differenza che \,~, e
e W sono tutti reali.

3. A non ha autovalori reali. Questo significa che il polinomio caratteristico ha due
radici complesse coniugate A = a+if3 e A = a—i3 (essendo un polinomio di secondo
grado a coeflicienti reali). E anche facile verificare che i corrispondenti autovalori e;
ed e; formano una coppia di vettori coniugati, cioe

e = x +1y, € =X—1y

dove x,y € R?. Non ¢ difficile verificare che x e y sono linearmente indipendenti
dato che e; e e; lo sono. Per quanto visto nel punto (1) del caso complesso si
ha ete; = e’ey, ee; = e’ey. Definiamo ora la matrice reale M = (x,y) che &

invertibile, essendo le sue due colonne linermente indipendenti. Si ha:
11 by
5(6 e +e'ey) =
M_l%(emel + e Pley) = M~ te?(cos(B)x — sin(B)y) =
e®(cos(3)é; — sin(3)é,);
1 by By

1
M7 teAMe, =M tely = M’leAg(el —ey) =M ' —(ete; —eles) =
i

M (Pler — e ey) = M1 e*(sin(B)x + cos(3)y) =

e®(sin(3)é; + cos(3)ésq).

1
]\4’—1614]\4é1 :M_leAX _ M_1€A§(61 + 32) = M~

Quindi

Y G

cioe

() Yar

Counsideriamo ora la funzione

t}_)etA:itnAn

n!
n=0

Tale funzione ¢ una serie di potenze in t, anche se formalmente non ricade nella teoria
svolta, perché i coefficienti di £ non sono numeri ma matrici. In effetti la funzione sopra
associa ad ogni t reale una matrice N x N. Non e difficile verificare pero che le cose
vanno come nel caso di serie numeriche (si potrebbe per esempio ragionare componente
per componente) e quindi si ha che il raggio di convergenza ¢ infinito (come era gia chiaro
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dato che e & definito come somma della sua serie per ogni t) e inoltre si puo derivare
sotto il segno di serie ottenendo

d A e d A" e tn—lAn 0 tn—lAn—l
— — — — A R tA
"~ £dt z;(n—n! nzl mn—1y1 ¢

(la derivata va intesa, per esempio, componente per componente). Quindi la funzione
M :R — M(N,N), M(t) := e dove M(N, N) denota lo spazio delle matrici N x N
verifica ’equazione
M'(t) = AM(t)
Da quanto detto si deduce il risultato seguente

2.7.5 Proposizione. Siano A una matrice N x N a coefficienti complessi, B : I — CV
una funzione continua, dove I & un intervallo in R, siano ty in I e Yy in C". Allora
l'unica soluzione Y del problema di Cauchy:

Y'(t) =AY (t) + B(¢)
Y(to) =Y

e data da .
Y (t) = elt=t04 <Y0 + / ~rAR(r >d7> (2.6)
to
Dimostrazione. L’unicita della soluzione e un fatto standard nella teoria dei sistemi di
equazioni differenziali lineari. L’unica cosa da vedere e che la Y definita sopra risolve
I’equazione. In effetti:

Y (ty) = e (Yo +/t ~(r=t)AB(r )dT) =Y,

to

Y'(t) = (%e“to)/*) <Y[) / (=t)AB(7) dr )
to
€(t_t0)A£ (YO + /t 7— to)AB )
dt "

t
Ae(t—to)A (Yb_‘_/ (T—to AB dT +

to

e(t—to)A( —(t— to)AB( )) + B(t
]

Tutto quanto detto fin’ora fa capire come il calcolo dell’esponenziale di una matrice
rivesta importanza nella risoluzione di sistemi di eqauzioni differenziali ordinarie. Vediamo
un esempio (che non & per nulla esaustivo).

2.7.6 Esempio. Consideriamo il seguente sistema di equazioni differenziali del primo
ordine:

2 \/§
Y1 = - Y2+ 793 =t
2
vy = —yi1 + Y+ %%3: 0 - (2.7)
V2 V2
S -
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Per risolverlo siamo condotti a studiare ’esponenziale della matrice

1 -1 2

A= -1 1 ¥
V2 V2o
2 2

Notiamo che A e simmetrica; questo semplifica alcune cose in quanto, come noto, A deve
avere tre autovalori reali corrispondenti a tre autovettori linearmente indipendenti, anzi
tra loro ortogonali. Troviamo gli autovalori cercando le radici del polinonio caratteristico:

1-x -1 ¥
PA)=det(A—A)=det | —1 1-x L2 |=
V2 V2
2 2
1 1 1 1 ,
—1-MNA=-MDA=-==—=—= I=XN)—=—=1=XN+A=0101=-XNN\"=A-2)
2 2 2 2
Le radici di P sono A\; = —1, Ay = 1 e A3 = 2. Cerchiamo gli autovettori. Per quanto
riguarda A = A\; = —1 dobbiamo risolvere
2 —1 L2 @ 2t — y + Lz =0
—1272 y | =0« —:E—|—2y+‘/7§z:0
V2 /2 V2 V2
che equivale a v = y = ——5 % conviene considerare un autovalore di modulo uno,
imponendo 2?2 + y? + 22 = 1 da cui 222 = 1 e quindi
1
i
e = + 3
_V2
2
Con calcoli analoghi si trovano gli autovettori relativi a Ay e A3:
1 V2
% 2
€y = =+ 3 s €3 — + _ﬁ
V2 0
2
Consideriamo allora M := (e, e, e3); essendo le sue colonne dei vettori ortonormali

la sua inversa e pari alla sua trasposta quindi, indicando con D la matrice diagonale di
autovalori Ai, Aa, A3 si ha:

1 1 V2 1 1 _ V2
2 2 2 —-100 2 2 2
w=| 1oL o= o vt L
V2 V2 0 0 2 V2o V2
2 2 2 2
e MT'AM =D < A= MDM~'. Quindi
et 0 0
eta — et‘MDM_1 — MetDM—l - M 0 6t 0 M—l
0 0 e*
e facendo gli opportuni calcoli si trova
et+et+62t et_|_et e2t 26t+ 2¢et
tA e4t 3 g g 3 R E B Qt t \/%et
La S e TR
Za e e L T T3
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La conoscenza di e* ci permette di risolvere I’equazione omeogenea per un qualunque
dato iniziale. Se per esempio vogliamo risolvere

p \/§
vi = v — Y2+ o Us = 0
V2
yé = -y + Yo + Tyg = 0, (2'8)
V2 V2
/
— —_— —_— — 0
\ Ys 5 Y1 + B Y2

si ha:
y1 (1) _9 (2+f) ot _ (2= f) _ o2
ys(t) 1 f+1 ot \/’2 1 t

Se invece vogliamo risolvere il problema iniziale 2.7, dobbiamo applicare la formula 2.6
con tg = 0,

0 t
Yo=(0], BoH=|o0
0 2

Facendo i calcoli si ottiene

t— 2\/5 e’ t+2\/§ -7 t —27
. + + ;e
677 B(T) — t— 2\/§ e’ + t+2\/§ -7 __ t_—21

56
fi 4,7 +fi+4 -7

Integrando tra 0 e t e rimoltiplicando per e si trova la soluzione

Y1 (t) 142v2 —t 4 1+2\f ot 4 o2t _ BBV
4 g
ya(t) | = 142V ot | 1+2xf of _ o2t _ 348v2-2
4 4 8
ys(t) _#564 + 4+4\/§et_ T

MORALE: questi calcoli li fa meglio un computer - I'importante e pero avere capito cosa
si deve fare e come sia importante capire la natura di e*4
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Capitolo 3

Funzioni olomorfe

3.1 Richiami sui campi e gli integrali di linea

3.1.1 Definizione. Ricordiamo innanzitutto che una curve in RY & una applicazione ~
da un intervallo I di R a valori in RY (cio¢ v : I — R”Y). Se I = [a,b] allora i punti v(a)
e v(b) si chiamano gli estremsi della curva ~. Si dice supporto di v 'immagine ~(I) della
curva.
Possiamo immaginare che [ sia un intervallo di tempi e che v descriva la legge del moto di
un punto in RY. Notiamo che parlando di una curva non teniamo conto solo dei punti ~y(t)
percorsi al variare di ¢ in I, ma di tutta ’applicazione «; per esempio, dati due punti Fy e
Prin RN v, (t) :=tPy+ (1 —t)Py e v4(t) :=tP, + (1 —1t) Py, per t € [0, 1] hanno entrambe
come supporto il segmento tra Fy e P, ma 7, € percorsa in senso inverso rispetto a ;.
Se I = [a,b] e v(a) = v(b) diremo che v ¢ una curva chiusa.
Dato che le curve sono delle applicazioni ¢ chiaro che ha senso dire che ~ ¢ continua
oppure C! (sull’'intervallo di definizione).
Diremo che v ¢ C! a tratti se v ¢ continua su tutto I e I'intervallo I si pud suddividere
in un numero finito di sottointervalli I1,...,J} tali che v ¢ di classe C! sulla chiusura di
ognuno di tali sottointervalli.

3.1.2 Definizione. Data una curva v : [a,b] — € indichiamo con —v la curva =, :
[a,b] — € definita da v,(t) := v(a + b —t) (cioe la curva -y percorsa a ritroso).

3.1.3 Definizione. Date due curve v; : [ai,b1] — RY e v, : [ag,bs] — RY diremo
che v, & una riparametrizzata di v1 se y5(t) = v,(¢(t)) per ogni t in [ag, by], dove ¢ :
[ag, ba] — [ay,b1] & un’applicazione C' con ¢(az) = a; e p(by) = by. La ¢ viene detta
riparametrizzazione o cambio di parametro.

3.1.4 Osservazione. Se 7y, € una riparametrizzata di 4, , allora le due curve hanno lo
stesso supporto. Il viceversa non ¢ vero, come si potrebbe vedere considerando

v, (t) := (cos(t),sin(t) 0<t <2, Y5 (t) := (cos(t),sin(t) 0 <t < 4.

dato che «, percorre una volta la circonferenza unitaria in R?* mentre v, percorre due
volte la stessa circonferenza.

3.1.5 Definizione. Diciamo che due curve v, e 7, sono consecutive se 7, : [a,b] — RY
e Yy : [b,c] = RY e ~4,(b) = ~,(b). In questo caso si puo definire v = v, + 7, ponendo
~y:la,c] = RN, T = (by —ay) + (by — ag) e

Yo(t)  sete[(b, ]

6 = {w) se t € [a,],

49
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Pill in generale diciamo che 7, : [a1,b1] — RY e ~, : [as, bs] — RY sono consecutive se
Y5(b1) = ~4(az). E semplice vedere che allora si puo riparametrizzare le due curve in
modo che siano consecutive nel senso di prima e si pué defininire la somma prendendo
la somma delle riparametrizzate. Dunque la somma di due curve non e definita in modo
univoco ma cio non dara fastidio in quanto tutte le operazioni che faremo sulle curve sono
indipendenti dalle riparametrizzazioni.

E immediato verificare che se v, e 7y, sono C! a tratti anche ~; + v, lo ¢.

Se invece 7, e v, hanno lo stesso secondo estremo (v, (b;) = 7v5(b2)) € chiaro che possiamo
considerare v; — vy 1= 1 + (—73).

3.1.6 Osservazione. E abbastanza semplice verificare che ~ ¢ C! a tratti se e solo se essa
& continua e se vy = v + - -, dove 4, ..., sono k curve C' consecutive.

3.1.7 Definizione. Se v : [a,b] — RY & una curva C' chiamiamo lunghezza di ~
I'integrale:

b
)= [ ola
Se poi ~ & solo C! a tratti poniamo

Uy) = 1(y1) + -+ Uvg)

dove vy, ..., sono k curve C! consecutive tali che v = 4 + -+ -4, Si puo verificare che
I'ultima definizione ¢ ben posta in quanto dipende solo da ~.

3.1.8 Proposizione (invarianza per riparametrizzazioni). Sia v : [a,b] — Q una curva

di classe C' in Q. Allora

e Se vy, € una riparametrizzata di vy allora [(vy) = 1(v,);

Le stesse proprietd sono vere se v ¢ C! a tratti.

3.1.9 Proposizione. Se v = v, + 7, sono tutte C' a tratti allora

1) = 1(v1) + 1(79)-

3.1.10 Proposizione. Se v : [a,b] — C ¢ una curva C* a tratti si puo sempre trovare una
riparametrizzazione ¢ : [0, L] — [a, b] tale che la riparametrizzata 7y, = vy o ¢ ha (modulo
della) velocita costante, anzi |v,(t)| = 1 per ogni t; si vede allora che L =1(~) =1(v,) e
st dice che vy, € parametrizzata nella lunghezza d’arco.

Dimostrazione. Consideriamo il caso C' e supponiamo anche che la velocita v’ sia sempre
diversa da zero (la dimostrazione si puo fare anche in questo caso ma € piu complicata).

Si prenda A(t) = fat |¥'(7)|dr. Sivede che A : [a,b] — [0, L], dove L = I(), che XN (t) =

|¥/(t)| > 0 e quindi si pud considerare ¢(s) := A7'(s), ¢ : [0, L] — [a,b] e per le formule
1 1

di derivazione ¢'(s) = = . Ne segue:

N(p(s)) [ (w(s))l

—7<¢<s>>\ — ()l (s)] = ’,ZL
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3.1.11 Definizione. Sia  un sottoinsieme di R". Ricordiamo che € si dice aperto se
il suo complementare e chiuso o se, equivalentemente, per ogni punto x di {2 esiste un
disco D(xg,r) = {||x —xo|| < r} , con r > 0, tale che D(xq,r) C Q.

Ricordiamo anche che il bordo o frontiera di 2 ¢ I'insieme

N={2€C:Vp>0 (Fz1€Q:|z—2|<p),( T g Q:|z— 2| <p)}

mentre la chiusura di € & Pinsieme  := Q U 05).

Un sottoinsieme aperto € di R si dice connesso se per ogni coppia di punti x; e x; in
() esiste una curva in Q « : [a,b] — € che congiunge x¢ a x; (cioe tale che vy(a) = % e
() = x1).

D’ora in poi consideriamo un sottoinsieme () aperto e connesso in RY. Inoltre, se x
e y sono due vettori di RV indichiamo con x -y il prodotto scalare tra x e y definito da

Xy =1y + "+ INYN-

3.1.12 Definizione. Se D ¢ un sottoinsieme di RY chiameremo campo in D un’appli-
cazione f : D — RY. Possiamo pensare che per ogni x in D f(x) rappresenti una forza
applicata nel punto x (dunque f rappresenta un campo di forze in D). Nel seguito conside-
reremo sempre dei campi che siano continui nel loro insieme di definizione e aggiungeremo
volta per volta delle ulteriori proprieta. La situazione tipica, che d’ora in poi assumiamo
(a meno di precisazioni in senso contrario) ¢ D = Q, quindi f : Q@ — RV & continuo in Q.
Spesso servira ipotizzare che f sia differenziabile in €.

Diciamo che il campo f & conservativo se esite una funzione F': Q — R di classe C! tale
che f(x) = VF(x) per ogni x in 2 e cioe

0
filzy, ... xy) = GmlF(xl"”’xN) V(xy,...,xy) =x € L)

se tale F' esiste si dira che F' e un potenziale per il campo f.

3.1.13 Definizione. Sia v : [a,0] — Q una curva di classe C* in Q e sia f : @ — RV un
campo continuo in 2. Chiameremo integrale di f su « 'espressione:

[re= | Ey (1) (1) .

La definizione si puo estendere al caso di curve C! a tratti: se Iy,. .., I; sono come nella
definizione 3.1.1, allora

wah Zi/l f(v(t) - ~'(t) dt.

L’integrale di f su = si chiama anche il lavoro del campo f sulla curva ~.

3.1.14 Proposizione (invarianza per riparametrizzazioni). Sia vy : [a,b] — Q una curva
di classe C* in Q e sia f un campo continuo su €.

e Se v, € una riparametrizzata di vy allora:

/ f~d'y:/f~d'y.
Y1 Y
/ f-d’y:—/f-d'y.
-y v

o Si ha:
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Le stesse proprietd sono vere se v ¢ C! a tratti.

3.1.15 Proposizione. Se v, e 7, sono curve consecutive in ) e C' a tratti, e se £ & un
campo continuo in 2 allora

/ f-d'y:/f-d'y+/ f-dy
Y1+72 1 Y2

3.1.16 Proposizione. Se v : [a,b] — Q ¢é una curva C' a tratti in Q ed £ & un campo
continuo in €2, allora

/ f-dv' < oo (). (3.1)
;

3.1.17 Teorema. Sia dato f : Q — RY continuo in Q. Sono equivalenti i tre fatti
sequents.

1. f é un campo conservativo.

2. Date due curve O a tratti v, e v, in Q aventi gli stessi estremi, il lavoro di f sulle
due curve e lo stesso:
/ f-d'y:/ f-dv.
Y1 Y2

3. Data una curva chiusa in Q, C* a tratti v, il lavoro di f su~ & nullo:

/f-d’yzO.
~

Inoltre se il campo € conservativo ed F' e un potenziale si ha:

F(x):F(XO)—l—/ f-dy

’Yxo,x

dove xg e x sono due qualunque punti di Q e v, , ¢ una qualunque curva in Q che
congiunge Xg a X.

3.1.18 Definizione. Dato un campo f :  — R¥ di classe C* diremo che f & irrotazionale
in  se per ogni x = (x1,....xy) in  si ha:

0 0 o
6_xifj(x1"”’xN):8_xjfi<xl’”'7xN) Vi,j=1,...,N.

3.1.19 Proposizione. Se f ¢ conservativo in S allora £ ¢ irrotazionale in €.

Il viceversa della proposizione sopra non vale come mostra 1’esempio

—x2 x
f(x1,29) :=
sy L2) . 5 ) .
22+ 22 22 + a2

Tale campo & irrotazionale in R? \ {0}, dato che:

9 (a2 2 9 9 2
~—fi(z1,22) = i +2:U2) l— ::2 2 - 3522 :1621 2
01y (x% + x3) (x3 + x3)

0 22+ x2) — 2z x2 — 12
—f2(1’1,$2) :( ! 22> 2 21 - = 22 212
011 (x] + z3) (x3 4 x3)
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Figura 3.1: Curve omotope e non omotope a estremi fissi

ma se consideriamo la curva (t) = (pcos(t), psin(t)), per t € [0,27] e per p > 0 fis-
sato e chiaro che 4 & una curva chiusa e che v/(t) = (—psin(t), pcos(t)) ( -« descrive la
circonferenza di raggio p percorsa una volta in senso antiorario). Allora:

B T (—psin(t))(—psin(t)) + pcos(t)pcos(t) B
Lf = /0 p?(cos?(t) + sin?(t) dt =1

e quindi f non puo essere conservativo.

3.1.20 Definizione. Siano ~v,,7v; : [a,b] — Q due curve in  aventi gli stessi estremi:
Yo(a) = v,(a) = A e vy(b) = v,(b) = B. Diremo che «, e v, sono omotope a estremi
fissi in Q se esiste una applicazione H : [a, b] x [0,1] — Q (detta omotopia a estremi fissi
tra v, e =) tale che H ¢ continua (sul rettangolo [a,b] x [0,1]) e si ha:

H<t7 O) = ’70(15) vt e [av ]7
t1 [

H(t,1) =7()  Vtela,b],
H(a,s)=A,H(b,s) =B Vs € [0, 1].

b
b

Tutto cio significa che si puo passare con continuita da 7, a 7, mediante una famiglia di
curve in € (v,(t) = H(t,s)), tutte con primo estremo in A e secondo estremo in B (vedi
la figura 3.1).

3.1.21 Definizione. Siano ~,,7; : [a,b] — Q due curve chiuse in Q ~yy(a) = ~v,(b) e
~,(a) = v,(b). Diremo che v, e v, sono omotope come curve chiuse in {2 se esiste una
applicazione H : [a,b] x [0,1] — Q (detta omotopia di curve chiuse tra v, e ~y;) tale che
H ¢ continua (sul rettangolo [a,b] x [0, 1]) e si ha:

H(t,0) =~,(t)  Vte€[a,b],
H(t,1) =~,(t)  Vte€la,b],
H(a,s)=H(b,s) Vsel0,1].

Tutto cio significa che si puo passare con continuita da 7, a 7, mediante una famiglia di
curve chiuse in Q (v,(t) = H(t, s)) (vedi la figura 3.2).

3.1.22 Teorema. Sia f : QO — RY un campo continuo in Q e C' in Q con f irrotazionale.

1. Allora se due curve v, e v, in Q aventi gli stessi estremi sono omotope in Q (a

estremi fissi) si ha che:
/ f-d')/:/ f-dy.
71 V2
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Figura 3.2: curve chiuse omotope e non omotope

2. Analogamente se y, e v, sono due curve chiuse in Q tra di loro omotope in Q (come

curve chiuse) si ha che:
/ f-d'y:/ f-dv.
71 Y2

3.1.23 Definizione. Diciamo che €2 ¢ semplicemente connesso se ogni curva chiusa -« in
Q) & omotopa (tra le curve chiuse) ad una curva costante (& chiaro che v,(t) = costante &
una curva chiusa). Questa che si ¢ definita ¢ una proprieta di {2 che si puo interpretare
dicendo che €2 non ha buchi - vedi la figura 3.3.

Q@

Figura 3.3: un aperto semplicemente connesso e uno non semplicemente connesso

Dato che e ovvio verificare che f% f-dy = 0 se v, € una curva costante si deduce
subito il seguente risultato

3.1.24 Teorema. Se () ¢ semplicemente connesso allora ogni campo irrotazionale in ) é
conservativo in €.

3.1.25 Esempio. Supponiamo che (2 sia stellato rispetto a un suo punto, cioe che esista
un xg in €2 tale che per ogni altro punto x di €2 il segmento tra xy e x sia completamente
contenuto in €2 ( da xq si “vedono”tutti i punti di 2). Allora € & semplicemente connesso
dato che presa una qualunque curva = : [a, b] — €2 si puo definire

H(t,s):=sy(t)+ (1 — s)xo

che & un’omotopia tra v e la curva costante v, (t) = Xo.
In questo modo si pud vedere che Q@ = RY oppure Q = B(xg, R) sono semplicemente
connessi.

Viceversa ’esempio considerato in precedenza mostra che R*\ {0} non ¢ semplicemente
connesso in quanto si & trovato un campo irrotazionale in R? che non & consevativo.
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3.2 Funzioni olomorfe

D’ora in poi consideriamo €2 un sottoinsieme aperto connesso di C. Introduciamo prima
di tutto la nozione di integrale sulle curve in campo complesso.

3.2.1 Definizione. Si dice curva in €2 una applicazione v : I — €, dove I & un intervallo.
Se si vede C come R? mediante l'identificazione x + iy < (z,y) allora tale nozione ¢ la
stessa introdotta nel paragrafo precedente e quindi non ripetiamo tutte le definizioni e
proprieta gia viste.

Se v : [a,b] — Q & una curva C! e se f : Q — C definiamo 'integrale di f su v ponendo

lf@da=l?@@hﬁﬂt

dove si ¢ usato il prodotto tra i numeri complessi f(y(t)) e v/(t). Analogamente si puo
definire I'integrale se v ¢ C! a tratti.

3.2.2 Osservazione. Se f(z) = f(x+1y) = fi(r +iy) +ifo(z +iy) = fi(z,y) +ife(z,y) e
se Y(t) = 71 (t) + iy2(t), allora:

FO@Y (@) = fi(n(t), v2())7 () = fa(ni(t), v2(t) s () +
i (S (t), y2(0)ya(t) + fa(r1(t), v2(t))7(t).)

/Wf(z)dz:/whl‘d'y—i—i/vhl‘d'y (3.2)

'7:('71772)7 hl:(fh_fQ)v h’2:(f27f1>'

Avendo ricondotto l'integrale complesso a degli integrali di campo e chiaro che tutte
le proprieta del paragrafo precedente (comportamento rispetto alle riparametrizzazioni,
additivita rispetto alle curve, ecc.) rimangono ancora validi.

Dunque

dove

3.2.3 Definizione. Sia f : () — C una funzione. Diremo che f & derivabile in un punto
2o di €2 se esiste il limite del rapporto incrementale:

o)t 1)~ Fo)

=20 Z — 20

che verra ovviamente detto la derivata di f in z5. Se f e derivabile in tutti i punti di Q2
ed f’ & continua diremo che f & olomorfa su €.

La seguenti proprieta si possono dimostrare facilmente imitando le analoghe dimostra-
zioni per le funzioni derivabili di una variabile reale..

3.2.4 Proposizione. 1. Se f ¢ derivabile in zy allora € continua in zg.

2. Se f,qg sono derivabili in zy allora f + g e fg sono derivabili in zy e
(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20),  (f9)'(20) = ['(20)9(20) + f(20)9' (20)-

Se inoltre g(zg # 0 i e derivabile in zg e
g

f / o f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
<§) () = (%) '
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3. Se f ¢ derivabile in zy e g € derivabile in wy := f(20), allora go f é derivabile in z

e (90 f)(20) = ¢'(wo) f'(20)-

4. Se [ ¢é derivabile in zy, vy € una curva tale che vy(ty) = 2o e v € derivabile in i,
allora f o~y & (una curva) deriwabile in ty e (f o) (t,) = f'(20)7 (to).

3.2.5 Esempio. Prendiamo f(z) = z" per n intero positivo. Allora:

o o n—1 n—1
0 — § Zkzg—l—k N § :Z(I)fzg—l—k — nzg—l
zZ — 20
k=0 k=0

per z — 2. Quindi f & olomorfa in C e f/'(2) = nz""'.

1
Se poi si prende la stessa espressione di f con n < 0 si ha f(z) = — e allora, se z #0:
pom

—(=nz Y pznl

f'(z) = (22 D =nz""".

Dunque per n < 0 f & olomorfa su C\ {0} e la formula trovata sopra vale anche per tutti
gli n interi relativi.

Vediamo ora un importantissimo risultato che caratterizza le funzioni olomorfe.

3.2.6 Teorema. Sia f: Q — C e scriviamo f(z) = fi(x,y) + ifa(z.y), dove z = x + iy.
Allora sono equivalenti 1 due fatti sequenti.

1. f é olomorfa in €.

2. f1, f2 sono di classe C* e valgono le sequenti equaglianze, dette condizioni di Cauchy-

Riemann.
0 0 0 0
%fl(%y) = 8_yf2<x’y>’ %ﬁ(ﬂ?ay) = —a—yfl(iﬁjy)
per ogni z = x + 1y in Q.
Se tali proprieta sono vere si ha inoltre f' = %f = —z'a%f, cioe:

—"a% Giley) +ifaley),  (33)

x
Dimostrazione. (1) = (2) Sia z = x+iy in . Dato che f’(z) esiste possiamo calcolarlo
mediante uno qualunque dei due limiti seguenti in cui h ¢ reale:

fz+h) = f(2) fz+ih) - f(2)

[ +iy) = 9 (filz,y) +if2(2,y)) =

f(2) = lim ; = lim -
Quindi
£(2) = lim (filz +hy) = filz,y) +ilfale +hy) = foley) _
h—0 h
9 0
%ﬁ(x,y) +i%f2(x,y),
e anche
F(2) = lim (filz,y +h) = filz,y)) +ilfo(z,y + h) — fo(z,y) _

h—0 th
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Se ne ricava che le derivate parziali esistono continue (per la continuita di f’) e che valgono
le condizioni di Cauchy-Riemann. Se ne ricavano anche le due formule (3.3).

(2) = (1) Se le derivate parziali esistono continue allora (teorema del differenziale
totale) fi e fo sono differenziabili, cioe

0 0

fl(x + h7y + k) =f1(x,y) + a_x.ﬁ(x)y)h + a_yf1<x7y)k + rl(h7 k)
0 0

fZ(I + h7y + k) :f2(x,y) + 8_Z)3f2($,y)h + a_yfé(‘r?y)k + T2<h7 k)

dove 71 e ry vanno a zero piu velocemente di |(h, k)|, cioe:

. r1(h, k) : ro(h, k)
lim =0, lim
(hk)—(0,0) |(h, k)] (hk)—(0,0) |(h, k)]

=0.

Da cio, usando le condizioni di Cauchy-Riemann si ottiene:

fz+h+ik)— f(2)
h+ ik
fl(l'+h,y+k?)—f1(l'7y) fg(l’—f—h,y—f-k)—fg(l',y)
: +i :
h+ ik h+ ik
2 fi(z,y)h + a%f1($,y)k+7“1(h, k) 2 fa(z,y)h+ %f2($7y)k+7“2(ha k)
- +1 - =
h + ik h + ik
%fl(l',y)h_ %f2($7y)k+rl(h’7 k) %fZ(:an)h_l— %f1($7y)k+r2(h7 k)
- +1 ;
h + ik h + ik

0 o, r1(h, k) + ro(h, k)

0 .0
- %fl(xay) +Z%f2<x7y)7

e dunque esiste f’(2) e vale la prima delle (3.3) (analogamente si trova la seconda), da cui
si ha che f’ & continua. O

3.2.7 Esempio. Consideriamo la funzione f(z) = e* e facciamo vedere che ¢ olomorfa su

C. Questo si puo fare in vari modi. Mostriamo per esempio che f e derivabile a partire
. . . . . n

dalla definizione di derivata. Conviene ricordare che e* = )~ Z3; se ne deduce allora:

z—0 z

EEFUNP o S NP vt B SN
z n=1 n'

e quindi f e derivabile in 0 e f’(0) = 1. Ricordando poi le proprieta dell’esponenziale:

er — e e*% — 1]

Z— 20 Z— 20

e quindi f ¢ olomorfa e f/(z) = €.
Un altro modo ¢ di scrivere le componenti di e* fi(z,y) = e” cos(y) e fa(z,y) = €”sin(y),
verificare le condizioni di Cauchy-Riemann:

%fl(xa y) =e” cos(y) ; (%fl (x,y) = — e®sin(y)
0 0
%.f?(:ﬁ, y) =e" sin(y) , a—yfz(x, y) =e” cos(y)

z

e dedurre che f'(z) = agf(x, y) = e* cos(y) + ie” sin(y) = e”.
x
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3.2.8 Osservazione. Le condizioni di Cauchy-Riemann dicono che i campi hy = (f1, —f2)
e hy = (fq, fi) sono irrotazionali. Ne segue che se f ¢ olomorfa e se y; e 72 hanno gli
stessi estremi e sono omotope a estremi fissi in {2, allora

(2)dz = /72 f(z)dz.

71

3.2.9 Teorema. Sia f : Q — C una funzione continua su Q che indichiamo con f(z) =

fi(z,y) +ifa(z,y) e siano hy = (f1,—f2) e ha = (fa, f1).

Allora 1 fatti sequenti sono equivalenti.
1. hy e hy sono conservativi.

2. Esiste una funzione olomorfa F : Q) — C tale che F'(z) = z per ogni z in Q (cioé
una primitiva di f).

3. Date due curve C a tratti v, e v in Q0 aventi gli stessi estremi si ha:

/% F(2)dz = [mf(z) dz.

4. Data una curva chiusa in Q, C' a tratti v, si ha:

/vf(z) dz = 0

Inoltre se F' ¢ una primitiva per f si ha
F(z) = F(z0) + f(¢)d¢
’720,2
per ogni coppia zy e z di punti in 2 e per una qualunque curva vy, . di estremi zy e z.

Dimostrazione. (2) = (1). Se h; e hy sono conservativi esistono due potenziali H; e
H; per hy e hy rispettivamente, cioe:

0 0

fl(xay) :aﬂl(xay% _fQ(xuy) :a_yHl(x7y>
0 0

f2(‘ray> :%HQ(xay)v fl(‘rvy> :a_yH2(‘r7y>

Ne segue che, posto F(z) = Hy(z,y) + iHs(z,y), F verifica le condizioni di Cauchy-
Riemann, dunque ¢ olomorfa. Inoltre per le formule (3.3):

F(2) = 5~ (@0) + i~ Hol0) = Fi(r9) + ifole.y) = £(2)

(1) = (2). Sia F' una primitiva di f e scriviamo F(z) = Fi(z,y) + iFy(z,y). Per le
(3.3), se F'(z) = f(2) = fi(z,y) + ife(z,y) deve risultare:
filay) =5 Fi(z.) fala,y) == Fo(r.9)
1\, Y _(9.73 1\ Y), 20T, Y _ax 20T, Y
0 0
filz,y) :8—yF2(937?/)a fo(@,y) :—a—yFl(%y)
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Questo significa che

VFlzhl, VF2:h2

e quindi abbiamo trovato due potenziali per h; e hy rispettivamente.

(1) & (3) < (4) sono conseguenze del teorema 3.1.17 e dell’osservazione 3.2.2.

L’ultima affermazione infine segue dall’ultima tesi del teorema 3.1.17, dato che, se ~
congiunge zg a z:

/f(z) dz = /(h1 +ihy) - dy = Hi(2) — Hi(20) + i(H2(2) — Ha(20)) = F(2) — F(20)

]

3.2.10 Osservazione. L’'ultima affermazione del teorema precedente si deduce anche di-
rettamente osservando che per ogni curva 7 : [a,b] — Q tra due punti zy e z si ha
(Fovy) = (F' ov)y e dunque per la definizione di integrale:

[/f(z)dz:/VF'(z)dz:/abF’(fy(t))»y’(t)dt:

b
| GFOW) = FO®) - o) = F) = Fla). (3.0

3.2.11 Proposizione. Sia f : Q) — C continua in Q e olomorfa in Q. Allora:
f'(z)=0 Vze Q<& f e costante in Q.

Dimostrazione. La parte = ¢ un’evidente conseguenza della definizione di derivata. La
parte < segue dalla formula (3.4). O

3.2.12 Proposizione. Se () ¢ semplicemente connesso e se f : {0 — C é olomorfa, allora
esiste una primitiva F di f. In particolare l"integrale di f su una qualunque curva dipende
v solo dagli estremi di v e si esprime come la differenza di F' tra i due estrems.

Dimostrazione. Dato che f e olomorfa h; e hy sono irrotazionali. Dato che € & semplice-
mente connesso essi sono conservativi e dunque per il teorema 3.2.9 vale la tesi. Il

3.2.13 Esempio. Sia n un intero relativo e sia f(z) := 2".
Sen > 0 f ¢ olomorfa su tutto C e dunque essa ha una primitiva, poiché C ¢ semplicemente
n+1

connesso. Si puod pero anche ragionare direttamente notando che F(z) := 1 e ben
n

definita ed € una primitiva per f come si vede immediatamente.
Sen < 0 f ¢ olomorfa su C\ {0} che non ¢ semplicemente connesso. Anche in questo
Zn-i—l

caso perod possiamo esibire direttamente una primitiva data dalla formula F(z) := e
n

1
a patto che n # —1. Quindi ogni potenza, eccetto z=! = 2 ammette primitiva.

1
Se f(z) = ~ si vede che f non ha primitiva su C\ {0}. Per vederlo consideriamo la curva

chiusa (t) = pe' per p > 0 e t € [0,27] (che descrive la circonferenza di centro zero e
raggio p, percorsa una volta in senso antiorario) e integriamo f su . Si ha:

27 1 ) 2
/f(z) dz = / —ipe' dt = / idt = 2mi. (3.5)
v 0o pe 0

Dato che tale integrale non fa zero, f non ammette primitiva (su C\ {0}).
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z—x—l—zy ,oe

Figura 3.4: per congiungere 1 a z in C\ {z < 0}

1
3.2.14 Esempio. Riprendiamo la funzione f(z) := —. Come abbiam visto essa non
ammette primitiva in C. Possiamo pero considerare 2 := C\] — 00, 0] (togliamo 'asse
reale negativo da C). Dato che Q ¢ semplicemente connesso (da z = 1 si vedono tutti i
punti di Q!) esiste una primitiva F' per f definita su €2 che possiamo definire per esempio
come:

d
F(z) = —Z, o.(t):=tz+(1—1), 0<t<1
2

Oz

(o, & il segmento che congiunge 1 a z). Notiamo che con questa scelta F'(1) = 0. Con
questa definizione & perd complicato calcolare F' (vedi sotto). Conviene invece rappresen-
tare z = pe? con —m < 0 < 7 (cosa possibile in modo univoco visto che abbiamo escluso

i numeri reali negativi) e prendere
dz
F(z) = —
@)=/ %

dove v, := 71, + V2.2 € V12,72 ¢ [0, 1] — §2 sono definite da (vedi la figura )

VL) i=tp+1—t . y.(t) = pe'.

d d 1 -1 1'0 10t
=/—Z+/—Z=/p—dt+/2p¢ dt =
z z o tlp—1)+1 o pe

’Yl,z 'Yl,z

(In((p — 1)t + 1)y + 36 [t], = In(p) + i6

Allora

Proviamo, a mo’ di verifica, a calcolare 'integrale sul segmento. Se z = x + iy si ha
o.(t) =14t(x — 1) +ity per 0 <t <1, da cui:

/dz/ (z —1) + iy dt:/l((x—1)+z'y)(1+t(:c—1)—ity)dt:

1+t(x—1) +ity (14+t(zx—1))2+t2y?

(= 1)1+ t(z — 1)) + ty? 1 iy
\/0 (1+t(x—1))2 + t2y2 di+\/0 A+ iz = 1) + 292 dt

'

(1) @)
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Se poniamo A(t) := (1+#(x —1))*+t*y* siha A'(t) = 2(1+t(z —1))(z — 1) + 2ty* da cui

1

(1) = % /0 i(%) dt = |In(y/A[B))] = In(v/a? +3?) = In(p)

1+t(z—1)

Se y = 0 il secondo integrale fa zero. Se y # 0 poniamo B(t) := S— allora
Y
-ty —(1+tx—1
B'(t) = (z—-Dty—(+Hz -1y = ———. Dividendo per t*y? nel secondo integrale si
t2y2 t2y
trova
@ =i [ 12— i farctan (B = ~iarctana/y) + i T arctan(y/s)
=—i [ ——F— = —iarctan = —jarctan(z i lim arctan(y/s).
o 1+ B(1)? 0 v e Y

A questo punto notiamo che

arctan(z/y) = {

-0 sey >0 z sey >0,
2 Y , lim arctan(y/s) =} 2 Y
—5—0 sey<0  so0F -3

da cui segue che (2) = 6.

1
Abbiamo trovato quindi una deteminazione della primitiva di — su C\] — o0, 0]. Dato
z

che ef'?) = elP)Fi0 — peif — » & spontaneo dire che F(z) ¢ una determinazione del
logaritmo (naturale) di z.
F(z)
e
Si poteva arrivare allo stesso risultato notando che, se h(z) := (per z in C\| —
2

00, 0]) allora

h’(z) — ZeF(z)F'(Z) — eF(®) _ zeF(Z)(l/Z) — eF(2) _ eF(2) _ oF(z) .

22 22 22

Dunque h(z) & costante. Dato che h(1) = e/ = ¥ = 1 si ha h(z) = 1 per ogni z, cioe
ef'?) = 2 per ogni z in C\] — o0, 0.

Tutti questi discorsi si possono ripetere utilizzando C \ [0, +oo[ invece di C\| — oo, 0];
in questo modo si trovera Fy(pe®) = In(p) + 6 per 0 < § < 27 che dunque & un’altra
determinazione del logaritmo.

3.2.15 Definizione. Se a € R possiamo definire z* := e*(*). Dato che questa definizione
usa il logaritmo essa si potra considerare solo su C\] — 0o, 0] oppure su C \ [0, 400 ed
avra anch’essa varie determinazioni a seconda di quale logaritmo si sceglie. Se « ¢ intero
si puo vedere che tutte le determinazioni coincidono e si ritrova l'usuale potenza intera.

3.3 1l teorema e la formula di Cauchy

3.3.1 Definizione. Supponiamo che €2 sia un aperto connesso di C. Sia v : [ — C una
curva C! a tratti, dove I ¢ un intervallo chiuso (cio¢ contenente i suoi estremi). Diremo
che il bordo di 2 e descritto da ~ se:

1. 09 = ~(I) (cioe il bordo di 2 ¢ il supporto di v);

2. y(t1) # (tg) se ty # tog € t1,t5 sono interni a I (v non si autointerseca, eccetto che
negli estremi);
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—_——

Figura 3.5: aperti con bordo descritto da una sola curva

3. Il verso di percorrenza di v e coerente con §2: questo significa che per ogni ¢ in [
eccetto il numero finito di punti in cui 4/(¢) non esiste, il vettore 7/(t) “lascia Q a
sinistra” (vedi figura 3.5) 1.

Si vede (e si potrebbe dimostrare, anche se non in modo semplice) che se ¢ possibile
descrivere il bordo di 2 in questo modo, allora {2 ¢ semplicemente connesso e si possono
presentare (solo) due casi: a) I = [a,b] e 7y & chiusa; b) I = R e il supporto di v (dunque
0Q) ¢ illimitato.

Piti in generale si dira che il bordo di €2 e descritto da un numero finito di curve chiuse
e C! a tratti vo,71, ..., vk, dove v; : I[; = C e I; = [a;, b;] oppure I; = R, se

0= |J w(I), %) NwI) =0 per j #h,

=1,k

e se ogni 7; verifica le (2) e (3) (vedi figura 3.6).

3.5.2 Osservazione. E chiaro che se 9Q ¢ limitato le curve 7, sono tutte del primo tipo. Si
noti che 0f) e sicuramente limitato se €2 e limitato ma puo esserlo anche se € ¢ illimitato
(per esempio se 2 ¢ il complementare di un disco).

3.3.3 Definizione. Diremo che I'aperto Q ha bordo C! a tratti se 92 ¢ descritto da un
numero finito di curve C! a tratti, o, 71, ..., 7. In tal caso, data una funzione f : Q — C,
scriveremo

., f(z)dz = Z f(z)dz

j=0 773

LQuesta frase & chiaramente poco matematica - per renderla rigorosa bisognerebbe dire che per ogni
punto del bordo ¢’ una coppia di vettori (v,n) tali che: a) (v,n) si ottengono come immagine dei

vettori (é1,é2) mediante una rotazione; b) (v,n) variano con continuita rispetto al punto del bordo; c)
v & concorde con la velocita ~/(t) (eccetto che nei punti in cui 4/(t) non esiste); d) seguendo n si entra
nell’aperto.
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Figura 3.6: aperti con bordo descritto da piu curve

E abbastanza chiaro che tale integrale ¢ indipendente dalle curve utilizzate per descrivere
il bordo.

Notiamo che stiamo definendo un integrale su 0f) orientato. Notiamo anche che Q2 e
CQ := C\ 2 hanno lo stesso bordo dal punto di vista insiemistico, ma i due bordi sono
orientati in senso opposto: se vy, 71, - ..,V descrivono il bordo di €2 allora per descrivere
il bordo di C2 ci vogliono —vo, =71, -+, —V&-

Diremo che un punto zy di 02 e regolare se i punti di 92 vicini a zq si descrivono mediante
una curva vy :| — 1, 1[— 99 tale che v,(0) = zy e 7y € derivabile in 0. In caso contrario
diremo che zy € uno spigolo di €.

3.3.4 Teorema (Teorema di Cauchy). Supponiamo che ) sia un aperto limitato con bordo
Cl a tratti, e che f: Q — C sia continua su Q e olomorfa in Q2. Allora:

f(z)dz=0.
o0

Idea di dimostrazione. Facciamo la dimostrazione “con il disegno” (vedi le figure in 3.7).
Descriviamo innanzi tutto il bordo mediante 7y, ..., 7V, che risultano tutte curve chiuse
dato che €2 e limitato. Si vede che possiamo per prima cosa fare dei “tagli“, congiungendo
ogni Y1,...,% a Y, come nella prima figura. Poi possiamo considerare un’unica curva
~ come nella seconda figura (in cui ogni taglio da origine a due pezzi di curva, percorsi
in senso opposto - nella terza figura questi pezzi sono stati distanziati per rendere meglio
I'idea).

Dato che v € una singola curva che descrive il bordo di un aperto (vedi 2’ nella terza
figura) essa € omotopa a una costante (per quanto osservato prima, senza dimostrazione).

Essendo f olomorfa si ha:
/ f(z)dz=0.
8!

Ma e chiaro allora che I'integrale su v ¢ eguale alla somma degli integrali su tutte le v; piu
I'integrale sui pezzi di collegamento. Dato pero che questi ultimi compaiono in coppie con
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L

0 Y

®

Figura 3.7: riduzione ad una sola curva

identico supporto e verso opposto, gli integrali su tali pezzi si elidono a vicenda e quindi:

g/%f(z)dZZ/wf(z)dz:O.

]

3.3.5 Teorema (Formula di Cauchy). Supponiamo che ) sia limitato, che abbia bordo
C! a tratti, che f : Q — C sia continua su 2 e olomorfa in 2. Allora:

1 f©)
= — —=d Vz e Q. 3.6
16 =g [ Foac v (3.6
Dimostrazione. Fissiamo z in €2 e prendiamo p > 0 in modo che B(z,p) C Q. Poniamo
Q,, = Q\ B(z,p). E chiaro che il bordo di 2, , ¢ descritto dalle curve che descrivono
Q) piu la curva che descrive 0B(z, p) precorsa in senso inverso. Dunque, applicando il
teorema di Cauchy a €2, ,

Y B (YRS B (9 I B (9}
O_/agz,pg—zdc_ aQC—ZdC aBz,pC—ZdC.

Allora:

HO [ Q[ HO=fG)
/a dg—/a d¢ = . d<+f()/

0aC—2z Bz,,,Q—Z OB..p ¢—

/a&w Cd—gz N /830,p d_f =

Come gia visto in (3.5)
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Per quanto riguarda il primo integrale possiamo osservare che, essendo f derivabile in z
esiste una costante M tale che

ﬁ ?) <M V(¢ € B(z,p)

(©) =
¢ —
(per p sufficientemente piccolo). Allora

JIRCELE
0B,

< MIl(0B.,) = M2mp.
— 2

Pero 'integrale sopra deve essere sempre lo stesso per tuttii p piccoli (purché B(z, p) C Q)
perché I'integrando & olomorfo in Q \ {z} e le curve che descrivono 0B(z, p) sono tutte
omotope tra loro. Facendo tendere p a zero si deduce:

/ Mdé‘*_o se B(z,p) C Q
2B( C—z2

per cui vale la tesi. Il

3.4 Analiticita delle funzioni olomorfe

3.4.1 Proposizione. Siano f, ed [ delle funzioni continue da ) in C e sia v una cur-
va C' a tratti in Q. Se f, — f uniformemente su y([a,b]) (per esempio se f, — f

uniformemente in Q) allora
/fn(z) dz — /f(z) dz
g v

Dimostrazione. La tesi & una conseguenza della disuguaglianza (3.1) e della proprieta
generale espressa nella proposizione 3.1 (dato che L(f) := fw f € una applicazione lineare).

]

3.4.2 Proposizione. Siano f, ed [ delle funzioni da Q2 in C olomorfe in Q2. Se f, — f
puntualmente in Q e se esiste una g : 0 — R tale che f — g uniformemente su ogni
insieme chiuso C' con C' C ), ( per esempio se f, — f uniformemente in ), allora f ¢é
olomorfa in Q e f' = g.

Dimostrazione. Sia v : [a,b] — € una qualunque curva C! a tratti. Notiamo che se
prendiamo come C' il supporto di v abbiamo che C' & chiuso. Dato che le f,, sono olomorfe:

/ﬁ@m:nmm—nmm

Passando al limite e usando la proposizione precedente:

Dato che « e arbitraria, la tesi segue per il teorema 3.2.9. [

3.4.8 Osservazione. A causa della proposizione precedente si puo estendere al caso com-
plesso quanto visto sulle proprieta differenziali delle serie di potenze. Data una successione
di numeri complessi (a,) e un punto zy in C la funzione

n 0

o0
E an(z — 29)"

n=0
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_ _ -1
definita in B(z, R), dove R = <limsupn_,OO \”/|an|> e il raggio di convergenza, e

olomorfa, anzi infinitamente derivabile su B(zy, R), si ha:

Mg

apn(n —1)...(n —k+1)(z — z)" " Vz € B(z, R),
n=k

e si puo dire anche che:

f(’“)(zo)
k!

Inoltre tutte le serie scritte sopra convergono uniformemente in B(zg, R) per ogni R < R.

Vk.

ap =

3.4.4 Definizione. Sia f : ) — C. Diciamo che f ¢ analitica in {2 se per ogni zy di €2
esiste un raggio R > 0 tale che B(zp, R) C Q ed f e sviluppabile in serie di potenze in
B(zp, R). Detto altrimenti f ¢ infinitamente derivabile e per ogni z, di €2 esiste un raggio
R > 0 tale che

o] n)
=y /! n('ZO) (z—2)"  Vze€ B(z,R).
n=0 ’

3.4.5 Osservazione. Dalla definizione e chiaro che se f ¢ analitica allora f ¢ olomorfa. Il
teorema che segue mostra che vale il viceversa. Allora la definizione di funzione analitica
e in qualche senso inutile in quanto e equivalente a qualla di funzione olomorfa. Viceversa
tale definizione e significativa quando si parla di funzioni reali dato che, come si e gia
notato, non tutte le funzioni C* sono analitiche.

3.4.6 Teorema. Sia f : ) — C una funzione olomorfa in Q. Allora f & analitica in Q.
Inoltre, se f ¢ continua su Q e 9Q ¢ C! a tratti, vale la formula sequente (che estende la
formula di Cauchy)

o (2) = ﬂ/ (Cf(_é)m d¢  VzeQVkeN. (3.7)
o0

2mi — 2)

Dimostrazione. Sia zp un punto di © e sia R > 0 tale che B(zp, R) C €. Dalla formula di
Cauchy per il dominio B(zy, R) si ottiene che, per ogni z in B(zg, R):

i () — / Q) g MO e

B(z0,R) & — 0B(o.r) (= 20) — (2 — 20)

f(¢) 1 _ 0 < (z — Zo>” _
d¢ = d¢ =
/83(z0,R) (¢ —20) (1 _ M> ¢ 9B(z0,R) (C — 20) Z ¢ — 2o ¢

n=0

S o L (22 - ([ 2o

Nei passaggi spra abbiamo potuto scambiare serie con integrale perché, se si pone g, (() :=
z— 2"

¢ — 20

, allora:

|z

Z— 20 - Zo’ — 1
=—F = > Ngnllco.oom) = |l <1
n=0 o

¢ — 2o

||gn||oo,8B(zo,R) = Cegg%gjﬂ)

e quindi la serie Y~ | g, converge uniformemente su 0B(z, R), da cui:

Lo (S0) -5 [, 6

n=0
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Dunque
Zan z—z9)" Vz € B(zo, R)
n=0
e IS
)
a4y = — _ IS g 3.8
27 JoB(z0,r) (€ — 20)" T (3.8)

Peraltro, dato che ( +— ( g—]; (Oc))n — ¢ olomorfa su Q \ B(zy, R), applicando il teorema di
Cauchy.

f(Q) f(Q) f(Q)
0= / SRS Y B ALY dc,
AO\B(z0,R) (C — 20)" T o (¢ — 2zo)" ™! 0B (z0,R) (¢ — 20)" T
da cui gli a,, sono dati anche da
1 f(Q)
7 omi oa (C — z0)" ! ‘ (39)
Dato che nla, = f(™(z) se ne deduce la tesi. O

3.4.7 Osservazione. La dimostrazione fatta sopra mostra anche che, non appena f ¢ olo-
morfa in B(zg, R), essa si sviluppa in una serie di potenze su B(zp, R) e i suoi coefficienti
sono definiti da (3.8). In altri termini, definiti gli a,, come in (3.8), il raggio di convergenza
della serie >~ jan(z — )" € maggiore o eguale a R e in B(z, R) la sua somma vale f.

3.4.8 Teorema (di Liouville). Se f : C — C ¢ olomorfa ed ¢ limitata, allora f é costante.
Dimostrazione. Sia M tale che

lfz) <M  VzeC.

Possiamo scrivere f(z) =Y, a,2" dove gli a, sono dati dalla (3.9), prendendo come (2
un disco B(0, R), e quindi

1 f(Q) 1 M

nl S5 2| 27TR = < 2

jax| 2m gegg%g)(m (¢ — zo)tt Rn eg}Sa?R) 1f(z)] < R
e dato che si puo prendere R arbitrariamente grande si trova a,, = 0 per ogni n > 1, da
cui la tesi. 0O

3.4.9 Teorema. Se P ¢ un polinomio di grado maggiore o equale a uno allora P ha una
radice in C.

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che P(z) # 0 per ogni z complesso e prendiamo

1) = 5

termaini di grado < n; si ha:

che risulta quindi essere olomorfa su tutto C. Poniamo P(z) = a,2" +

1 1
|P(2)]  |an||2|"(1 + infinitesimi)

If(2)| =

— 0 per |z| — o0

da cui (per una semplice conseguenza del teorema di Weierstrass) si ha che f & limitata
su C. Ne segue che f ¢ costante, cioe P e costante, e questo e impossibile. n
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3.5 Singolarita isolate e sviluppi in serie di Laurent

3.5.1 Definizione. Supponiamo che per ogni intero relativo n sia dato a,, in C; scriveremo
(@n)nez. Se ¢ assegnato anche un numero complesso zy chiameremo serie di Laurent
I'espressione > _a,(z — z)". Con questo simbolo intendiamo

n=—oo

+o00 400 +o00
Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" + Z a_n(z—20)" "
n=—oo n=0 n=1

Quindi una serie di Laurent & la somma di due addendi fi(z) + f2(2), il primo ¢ la serie
di potenze fi(z) = >, an(z — 20)" mentre il secondo si ottiene dalla serie di potenze

g(w) = S 0y ponendo fo(2) = g(1/(z — z0).
Da quanto detto per le serie di potenze si ottiene che, posto

1
R:zﬁ(ﬁnlau>%4aﬂ) , r=limsup {/]a_y| = limsup '{/]a,|,

n—oo n—oo n——oo

risulta che fi(z) risulta definita su B(zy, R) mentre g risulta definita su B(0, (7)) e
dunque f; si puo considerare su {z € C: |z — z| > 7}.
In definitiva la serie di Laurent definisce una funzione f(z) sulla corona

C(z,7,R) == {z € C:7 < |z — %| < R}

(che puo essere vuota, sia perché R = 0 oppure perché 7 = 0o, ma anche perché puo
essere 7 > R). Se pero tale corona di convergenza non e vuota allora si ha che, per ogni

r<r<R<R

+o0o
Z an(z — 29)" converge uniformemente a f(z) su C(z,r, R)

n=-—00
e quindi f e infinitamente derivabile e

O =Y aunln—1)--(n—k—1)(z — 2)" "

come si verifica facilmente derivando separatamente f; e fs.

In particolare ogni funzione ottenuta come serie di Laurent ¢ olomorfa sulla corona di
convergenza. Vediamo che vale anche il viceversa.

3.5.2 Teorema. Sia f : 2 — C una funzione olomorfa e supponiamo zo € C, r ed R
siano tali che 0 <r < R e C(zp,7, R) C Q. Allora

+oo
f(z) = Z an(z — z)" uniformemente su C(z,r, R)
dove:
1
I =5 / % Vn € N,Vp € [r, R]. (3.10)
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Dimostrazione. Dalla formula di Cauchy per il dominio C(zg, 7, R) si ottiene che, per ogni

> in C(z,7, R):
i [ ZRc— [ &

0C(zo,r R) 0B(z0,r)
f(C) B f(Q) _
[ =% | e
OB(z0,R) 0B(z0,r)
f(€) 1 f(€) 1
d¢ — d¢ =
aB(z/O,R) e (z) L, B ()
fQ) ~—~(z—2=\" fO) ~—~[(¢—2\",
<<—ZO>§(g—ZO) i+ | (Z_z@Z%(z_ZO) =
BB(zo R) " 8B(z0,7) "
—20\" = f©Q) (C—z\",
Z / ( —z0> dC+Z / (z — 20) <z—zo) de =
B(z0,R) BB(zo r)

= O aloapes O o) oy
Y| [ egm|emare| [ g e

n=0

9B(z0,R) OB(z0,7)
S f(¢ — F(¢ §
> / %‘K (z=20)"+ ) / ﬁdc (z—2)" =
"=0 \oB(z0.R) == \9B(z0,r)
+oo
f(¢ n
S e
"7 \9B(20.0)

Si e sfruttato il fatto che, essendo |z — 29| < R = |{ — 20| per tutti gli ¢ di 0B(20, R) e
|z—z0| > r = |{— 20| per tutti gli ¢ di B(zy,r) sono verificate le convergenze uniformi che
permettono di invertire integrale e serie. Inoltre, nell’ultimo passaggio abbiamo potuto
rimpiazzato sia gli integrali su 0B(zo,7) che quelli su 0B(zg, R) con quelli su 0B(zp, R).
Cio e possibile visto che tali insiemi sono descritti da circonferenze tutte omotope tra loro
in €2 e che gli integrandi sono olomorfi in 2. Dunque

—+00

f(z) = Z an(z —20)" Vz € C(z, 1, R)

dove gli a,, sono dati in (3.10).

3.5.8 Osservazione. Si puo anche dimostrare che lo sviluppo in serie di Laurent ¢ unico.
Infattise f(2) = .7 _ a,(2—2)" in una corona C(z, r, R), allora preso pconr < p < R
si ha:

+o0 _ n
/ LCH el =)
9B(20,p) (z — 20) dB(z0,p) (2 — Zo)

+oo
w(z—20)""dz = / an(z — 20)" *dz =
o 22 L

n=—o00 n=—oc Y 9B(20,p)

Q1 / (z — 20) "t dz = 2miay_y
0B(zo0,p)




70 CAPITOLO 3. FUNZIONI OLOMORFE

(cfr. Iesempio 3.2.13) dove si e potuto invertire integrale e serie perché Z:{f_oo an(z —
2p)" converge uniformemente a f(z) su dB(zg,p), essendo r < p < R. Abbiamo quindi
dimostrato che gli a,, sono univocamente determinati dalla formula (3.10).

O

3.5.4 Definizione. Sia z; un punto di C diremo che zy & una singolarita isolata per la
funzione f se f & olomorfa in C(z,0, R) per un opportuno R > 0. E chiaro che se zg ¢
una singolarita isolata allora f si sviluppa in serie di Laurent in C'(2y,0, R) e i coefficienti
di Laurent a,, sono dati dalla formula (3.10) dove 0 < p < R.

3.5.5 Proposizione. Supponiamo che zy sia una singolarita isolata per f. Allora sono
equivalentt 1 due fatti sequenti.

1. f & prolungabile in zy in modo che la prolungata risulta olomorfa in B(zo, R).

2. Tutti 1 coefficienti a,, dello sviluppo di Laurent con n < 0 sono nulli.

Dimostrazione. (1) = (2) Se f e prolungabile in z, allora deve esistere il limite di f(2)
per z — zp e in particolare f ¢ limitata in B(z, R); sia quindi M tale che |f(z)| < M per
ogni z in B(zp, R). Allora da (3.10) si deduce che, se p €]0, R[:

Dato che p si puo prendere arbitrariamente piccolo si deduce che a,, = 0 per tutti gli
n < 0.

(2) = (1) E ovvio che se f(z) = Yo, per z € B(z, p) basta porre f(z) := ag per
definire il prolungamento di f in zy. ]

3.5.6 Definizione. Sia z; una singolarita isolata per f e indichiamo con (a,),ez 1 coeffi-
cienti dello sviluppo di Laurent vicino a z; . Diremo che

e 2z, ¢ una singolarita eliminabile se a, = 0 per tutti gli n < 0; questo equivale a dire
che f si prolunga ad una funzione olomorfa in zy;

e 2, ¢ un polo se esiste k > 0 intero tale che a_; # 0 e a,, = 0 per tutti gli n < —k;
I'intero k di dice allora ordine del polo zp;

e 2, ¢ una singolarita essenziale se ci sono infiniti n negativi per cui a,, # 0.

3.5.7 Proposizione. Una singolarita isolata zy € un polo di ordine k se e solo se esiste

—h(z) e h(z
(Z—Z()>k h( 0)7&0

Dimostrazione. Dimostriamo il “se”. Dato che z; € un polo di ordine k

+o0o 1 +oo 1 +o0
= 2 ewle ) = 2 e )™ = g 0 el = )"
n=—k n=0

n=—k

una funzione h olomorfa in B(zy, R) tale che f(z) =

e dunque la tesi & vera con h(z) = >0 a,_x(2 — 20)" (si noti che h(2) = a_y # 0).
/()
(z — 29)"
precedente h(z) = 3" b, (2 — 20)" e 0 # h(z) = by; quindi

f(z)= z—zokzb z—z)" Zb z—2z)" an+k z—z)"

n=—"k

Dimostriamo il “solo se”. Se h(z) = ¢ olomorfa allora per la proposizione

da cui zg € un polo di ordine k. O
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3.5.8 Definizione. Se z; ¢ un polo di ordine k la funzione

h(z) = (2 — 20)" f(2)
(che come abbiamo visto si prolunga in zg) si dice parte analitica di f in z.

3.5.9 Proposizione. Se zy ¢ un polo di ordine k allora i coefficienti a,, dello sviluppo di
Laurent di f in zg sono dati da:

h(n+k) (Zo)

T (311

Ay =

dove h indica la parte analitica di f in 2.

o0

Dimostrazione. Supponiamo che f(z) => > |

h e la parte analitica di f si ha:

an(z — z0)™ per ogni z in C(z,0, R). Se

h(z) = Z bu(z —20)"  Vz € Bz, R),

h(m)
e deve essere b,, = ('ZO). Ma allora, se z € C(2,0, R):
n!
h(Z) 1 - n - n—k - n
f(z) = (z — z)F - (z — 2ok nzzobn(z — )" = nzzobn(z — %) = n;k b+k(z — 20)
h(n—i—k)
da cui segue a, = b, = Tt gjﬁ) per tutti gli n > —k. O

3.6 I teoremi dei residui

3.6.1 Definizione. Se z; ¢ una singolarita isolata per una funzione olomofa f (f : Q\
{20} — C) chiamiamo residuo di f in z, il coefficiente di ordine —1 dello sviluppo di

Laurent di f in zq:

Res(f,20) = a_1 L f(¢)d¢

270 Jopag )

(dove p > 0 ¢ tale che B(zg,p) C ).

3.6.2 Proposizione. Supponiamo che zy sia un polo di ordine k per f. Allora

dove h indica la parte analitica di f in zy, cioé h(2) := (2 —20)*f(2), che per quanto visto
st puo estendere analiticamente a zg.

Dimostrazione. B conseguenza della proposizione 3.5.9, mettendo n = —1. O]

Il seguente risultato e assai utile nel caso dei poli semplici in quanto non richiede di
calcolare la parte analitica in ogni polo.
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f1(2)
Q(2)

f1 sia olomorfa nell’intorno di zo; dunque zo é un polo di ordine 1 per f (se fi(z) # 0,
altrimenti é una singolarita eliminabile). Allora

3.6.3 Proposizione. Supponiamo che f(z) = , 2 sia una radice semplice di Q) e

~ fi(=)
Res(f7 ZO) - Q,(ZO)
Dimostrazione. Si ha Q(z) = Q1(2)(z — 29) dove @; ¢ un polinomio con Q;(z9) # 0.
Allora la parte analitica di f & h(z) := QJ;((ZZ) Ne segue
Res(f, ZO) = h(’ZO) = Cé‘ll((i(;)) :
Peraltro Q'(z) = Q1(z) + Q7 (2)(z — 2z0) che calcolato in z = zg da Q'(z) = Q1(20), da cui
la tesi. [

Figura 3.8: dimostrazione del teorema dei residui

3.6.4 Teorema (primo teorema dei residui). Sia Q un aperto limitato con bordo C* a
tratti, siano zy,...,z, punti di Q ed f: Q\ {z1,..., 2} — C una funzione continua in
Q\A{z1,..., 2k} e olomorfa in Q\ {z1,..., 2k} (dunque z1, ...,z sono singolarita isolate

di f). Allora:

k
f(2)dz = 2mi Z Res(f, z;).
o9 ey

Dimostrazione. Sia p > 0 tale che B(z;,p) C Qperognij=1,...,ke B(z;, p)NB(z4,p) =
) se j # h. Se poniamo €y := Q \ U?:l B(zj, p) (vedi la figura 3.8) possiamo applicare il
teorema di Cauchy su €;:

k
0= (2)dz = 89f(z)dz—jz;/aB(

o

f(z)dz =
)

Zj5P

k
/89 f(z)dz — Z 2mi Res(f, zj)

=1

da cui la tesi. O



3.6. I TEOREMI DEI RESIDUI 73

3.6.5 Definizione. Sia f una funzione olomorfa su C(0,r,00) per un qualche r (cioe su
f(1/w)

w?

{|]z] > r}). Allora possiamo considerare g : C'(0,0,1/r) — C definita da g(w) =

Diremo residuo di f all’infinito il residuo di g in zero:

Res(f, 00) := Res(g,0).

Diremo che f ha un polo di ordine k a oo se g ha un polo di ordine k£ in zero. Diremo
anche che f & olomorfa a co se g ¢ olomorfa in zero.

3.6.6 Osservazione. Sia k un intero. Allora f ha un polo di ordine minore o eguale a k
all’infinito se e solo se esistono una costante M e un raggio R tali che

1f(2)] < M|z[F2  Vze C(0,R, o).

Inoltre f & olomorfa a oo se e solo se esistono una costante M e un raggio R tali che
M
f()l < —5  Vz2e (0, R, 00).

z|?

Dimostrazione. f ha un polo di ordine minore o eguale a k all’infinito se e solo se g(w)
ha un polo di ordine £ in zero, se e solo se esistono M ed r tali che:

lg(w)| < M|w|™  Yw € C(0,0,r)

Scrivendo la definizione di g si ottiene facilmente la tesi (con R :=1/r). La seconda tesi
si ottiene dalla prima con k = 0. [

3.6.7 Proposizione. Si ha:

Res(f,00) = L /ao(o )f(z) dz
VES

271

per ogni p > 1 (dove f & come nella definizione precedente).

Dimostrazione. Possiamo descrivere il bordo di C(0, p,00) mediante y(t) = pe~* per

0 <t < 27 Notiamo che 74 (t) := 1/7v(t) = p~te descrive dB(0, p~!). Notiamo anche
1

che f(z) = _9U/z) Allora:

22

2

R
aC(0,p,00) 0

Dato che

1
o 9(z) dz = Res(g,0)
211 8B(0,p)

si ha la tesi. O
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3.6.8 Teorema (secondo teorema dei residui). Sia Q2 un aperto illimitato contenente una
C(0,7r,00) per r > 0 opportuno (in qualche senso Q € un intorno di o). Supponiamo

che 98 sia C! a tratti (si noti che 09 ¢ lifnitato), che z1, ...,z siano punti di € e che
f:Q\{z,..., 2z} — C sia continua in Q\ {z1,...,2r} e olomorfa in Q\ {z,..., 2}
(anche in questo caso zi, ...,z sono singolarita isolate di f). Allora:

k
f(2)dz = 2mi Z Res(f, z;) + 2mi Res(f, 00).
o9

Jj=1

Dimostrazione. Prendiamo p > r in modo che tutti gli 2, ..., 2z abbiano modulo minore
di p, e poniamo @y := QN B(0, p). Applicando il primo teorema dei residui su € (che
quindi contiene tutti gli z;):

f(2) z—2mZRes f,z).

oM

D’altra parte si vede facilmente che:

f(z)dz = f(z)dz—l—/ f(z)dz =
89 8B(0,p)

o

f(2) dz—/ f(z)dz = f(2)dz — 2mi Res(f, 00).
0N 0C(0,p,00) 0N

Mettendo insieme le due formule si ha la tesi. O

3.6.9 Osservazione. Supponiamo che f : C\ {z1,...,2,} — C sia olomorfa (cio¢ che f
abbia solo un numero finito di singolarita che sono dunque isolate). Sia  un aperto
limitato tale che 9 sia C' a tratti e non contenga nessuna delle singolarita. Allora

f(z)dz = 2mi Z Res(f, z;) = —2mi Z Res(f, z;) — 2mi Res(f, 00).
89

In particolare

h
ZRes(f, z;) + Res(f,00) = 0.

J=1

P(z)

3.6.10 Osservazione. Supponiamo che f(z) := —— dove P e @ sono polinomi con

Q(2)

n+1

z) = iajzj, Qz) = ijzj.
j=0 Jj=0

n . . n 1
Allora Res(f,00) = — 9 Infatti si vede subito che f(z) = tn 2 (1+0(z)), dove
b1 ] bny1 2
o(z) — 0 per |z] — oo. Quindi g(w) = — I~ (1 + o(w™')) che ha chiaramente — n
bn+1 w n—+1

come residuo in zero.
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3.7 Qualche applicazione dei teoremi dei residui

3.7.1 Proposizione. Supponiamo che P e () siano due polinomi tale che () non ha radici
reali e grado(P) < grado(Q) — 2. Siano 24, ..., z, le radici di QQ con parte immaginaria
positiva e z{, ...,z le radici di Q) con parte immaginaria negativa. Allora

:O ggg dv = 2mi ]z; Res <SE2 , z;.) — —omi Jz; Res <SE2 , z;.’> .

Dimostrazione. Per R > 0 consideriamo il “mezzo disco”

D} :={2€C:3m(z) > 0,|z] < R}

(vedi la figura 3.9 che ha come bordo la curva vg = 71 r + V2.8 dove y1 r(t) = t per

Yo,R

—R "R R

Figura 3.9: il mezzo disco

—R <t < R (descrive il segmento [—R, R]) e y2.r(t) = Re™ per 0 < t < 7 (descrive la
semicirconferenza superiore di raggio R). Per R abbastanza grande tutti gli z; stanno in
D} applicando il teorema dei residui

& P(z) )\ _ PG) . [TP@) P
QWZ;RGS (Q(Z)’Zj) = on: Q(z)d —/R Q(a:)d + QG d (3.12)

Ma per l'ipotesi sui gradi si ha che esiste una costante M tale che, per |z| sufficientemente

, P(z)
grande, si ha |——=| < —. Dunque
Qz)| ~ [
P(z) M M M7m p—oo
dz| < =1(7r) = mR=— "— 0.
o @(2) R? R? R

Ne segue la tesi andando al limite in (3.12).
Si poteva anche considerare il “mezzo disco inferiore ”

Dy :={2z€C:Qm(z) <0,|z| < R}

e con gli stessi calcoli, tenendo conto del fatto che I'orientamento del bordo di D, porta
a percorrere il segmento [—R, R] in verso opposto a quello usuale, si ottiene la seconda
formula. O
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3.7.2 Osservazione. Dall’enunciato precedente si deduce che

Questo e conseguenza del fatto che, se grado(P) < grado(Q)—2, allora Res (gg;,

g
SN—
I
=

e dell’osservazione 3.6.9.

3.7.3 Esempio. Si ha
oo g2 A ) ( 22 —1+4i T
dr = 2miRes | ——, —= | + 2miRes , = —.
/_oo 1424 (1+z4 \/§> 1+24 /2 ) V2

—2 +1+4
1 j_ i allora f ha quattro poli semplici in TZ

residui nei due poli con parte immaginaria positiva, si ha:

Infatti se f(z) := , e, calcolando i

R (f 14 z) 22 1 z 1—14
eS e = —_— = — —= =
\/§ 423 Z:% 4z Z:% 4|Z|2 O B 4\/5
141 22 1 z —1—3
Res| f,——— | = — = — = — ’
(f \/§ ) 423 z:% 4z z:% 4|Z|2 z:—1-2-z 4\/§

da cui la somma dei residui moltiplicata per 27 da:

5 ,(1—i+—1—i) 2,—21' s
i =2Mi—— = —.
42 42 W2 V2
3.7.4 Esempio. Si ha
too 1 1 ™
de = 2miRes [ ————— —1+i) = .
/_Oo (@2 2z 22 0T es((z2+2z+2)2’ H) 2
1

(22 + 22+ 2)%
residui nel polo —1 + ¢, che ¢ I'unico con parte immaginaria positiva, si ha:

Infatti se f(z) := allora f ha due poli doppi in —1 £ i, e, calcolando il

1

Res (f, -1+ Z) = h/<—1 + Z) dove h(Z) = m

=(z+1+1i)7°

eh'(z) = —2(z+1+1)3 da cui

-2 -2 1
—1+i)=-2(-14+i+1) 3= —— = " = _
Res(f 140 = 2-1+i+ ) = o = =5 = 5

che moltiplicato per 27 da il risultato scritto sopra.

3.7.5 Definizione (integrale nel senso del valore principale). Sia [a,b] un intervallo in
R. Dato un punto zy di Ja,b[ e una funzione f : [a,b] \ {zo} — C che sia continua su
[a,b] \ {x0}, chiameremo integrale nel senso del valore principale in xo di f su [a,b] il
limite:

(v.p.70) / " Ha) di = Tim ( / it [ dx)

E*’0+ £I30+6
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a patto che quest’ultimo esista. Piu in generale, se ¢ < 1 < --- < x, < be f:
[a,b]\ {z1,...,2,} — C & continua su [a, b] \ {z1,...,2,}, chiameremo integrale nel senso
del valore principale di f su [a, b] I'espressione

) [ 1@ i@.p.x» [ s

J

dovea=cp <z <1 <Tyg<eCg << Cpoq1 <Xy <c, =0b. Non e difficile verificare
che tale espressione, se esiste, non dipende dalla scelta dei punti intermedi ¢;. Infine, se
Ty < x9 < --<apese f:R\{xy,...,z,} — C & continua chiameremo integrale nel

senso del valore principale di f su R 'espressione (sempre a patto che esista)

“+o00

(v.p.) f(z)dx = RE»TOQ(U'p') /_Rf(x) dz.

3.7.6 Osservazione. La definizione di integrale nel senso del valore principale generalizza
quella di integrale improprio (o generalizzato) secondo Riemann, in cui si richiede che
esistano separatamente e siano finiti i limiti

zro—¢ b

lim f(x)dx lim f(x)dx

e—0t J, e—0t zo+e

(siamo nel primo caso, in cui ¢’eé una sola singolarita) e si definisce 'integrale improprio
mediante la somma dei due limiti sopra indicati. E evidente che se esiste l'integrale
improprio allora esiste l'integrale nel senso del valore principale ed essi coincidono. Il

viceversa non ¢ vero. Se consideriamo f : [-1,1] \ {0} — R, f(x) = 1/z, allora:

. -1 "1 .
Eli%i (/1 de —I—/6 de) = Elirgi(ln(s) —1In(e)) = 0.
Quindi (v.p.) f_ll 1 dz = 0 mentre
. 1

lim —dr = lim In(e) = —o0, lim —dzr = lim (—In(¢)) = 400
e—=0t J_ 1 X e—07t e—=0t J. T e—0t

e dunque l'integrale improprio non esiste. Si puo anche vedere che il fatto di avere escluso
un intervallo simmetrico ¢ essenziale. Per esempio si ha:

lim (/E lalaa‘ + /21 ldq,) = lim (In(e) — In(2¢)) = —In(2).

e—0t 1 x e T e—0t
che non ¢ quanto trovato prima. In generale, se gli integrali esistono come integrali
impropri, toglieremo (v.p.) davanti al simbolo di integrale.

3.7.7 Osservazione. Supponiamo che zg sia un polo di ordine 1 per f e, per p > 0,
consideriamo la curva 7,(t) := 2o + pe" per 0 < t < 7 (“mezza circonferenza”di centro zq
e raggio p). Allora

p—0t

lim / f(2)dz = miRes(f, z0)

Analogamente se f ha un polo di ordine 1 all’infinito si ha

lim / f(2)dz = miRes(f, )

R—+o00

dove yr(t) = Re™™ per 0 <t < 7 (“mezza circonferenza”di centro 0 e raggio R, percorsa
in senso orario).
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Dimostrazione. Possiamo scrivere f(z) = a_1(z — 20) ' + Yoo g an(z — 20)" = a_1(z —
20) "' + f1(z2), dove f; & olomorfa vicino a z;. Quindi

/ f(z)dz = /O7T (Zf;lt + fi(20 + pe”)) ipe dz =

mia_1 + z'p/ f1(z0 + pet)e' dz
0

Dato che f; e limitata vicino a zy si vede facilmente che, se p tende a zero, il secondo
addendo sopra tende a zero, da cui la tesi. Il caso all’infinito si ottiene facilmente passando
alla funzione g. O]

3.7.8 Proposizione. Supponiamo che P e Q) siano due polinomi tale che grado(P) <

grado(Q) — 1. Siano zi,..., 2z, le radici di Q) con parte immaginaria positiva, z{,. ..,z
le radici di QQ con parte immaginaria negativa e xy,...,x; le radici reali. Supponiamo che

tutte le radici reali siano semplici. Allora

oo P(x)
wr) | Q)

e (55 ) oo () (55 )

—QWiiRes (gg,zg) - m’iRes <%,xj) _ miRes <% oo)

j=1

dr =

—~

—~

P
Si noti che, per le ipotesi sui gradi, oo & (al piu) un polo semplice per 6; toltre se
grado(P) < grado(Q) — 2 il residuo all’infinito fa zero. Se poi non ci sono nemmeno le
radici reali allora si puo togliere (v.p.) e si ricade nel caso della 3.7.1

o

o1 On

—RY0 g1 R

Figura 3.10: il mezzo disco ridotto

Dimostrazione. Consideriamo la curva v := g9+ + 01+ + - -+ 0, + 7, rappresentata
nella figura 3.10 (con n = 2), dove R ¢ sufficientemente grande in modo che tutti i poli
con parte immaginaria maggiore o eguale siano contenuti nel mezzo disco di raggio R — 1
e dove le semicirconferenze oy, ..., 0, hanno dei raggi €4, ..., &, sufficientemente piccoli
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in modo da non intersecarsi tra loro ed essere contenuti nel mezzo disco di raggio R.
Applicando il teorema dei residui

2) P(2) (z) = P(2)
271 Yy Res , /-> dz - / —2d
Z (%)= Lo+ [ ager 2 a0
Mandando a zero &1, ..., &,, per I'osservazione 3.7.7 (nota il verso delle curve) si ha

g 552 dz — —miRes (g,xj) j=1,...,n,

e per la definizione di integrale nel senso del valore principale

Z i “p/Qi

JOW

da cui

2m'éRes (ggi;,%) + m’if{es (%,:@-) = (v.p.) /_i gg; dr + /UO SEZ dz.

Mandando R all’infinito si ottiene la tesi dato che, sempre per la 3.7.7

" ()
UOQ(Z)dZ i Res Q,oo .

Anche in questo caso si puo ragionare nel semipiano inferiore, ottenendo la seconda
formula. O

3.7.9 Esempio. Facciamo vedere che

(v.p.) /+OO L

o X242+ 2

Infatti, posto f(z) := si vede che f ha due poli semplici in —1 £ ¢ (nessuno

z
2242242
reale) e che f ha un polo semplice all’infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore
e denominatore € uno. Si ha
—1+7 -1 1

Res(f,—1+1i) =

% 91 Ty

22+ 2] 4y

Res(f,00) = —1

(il residuo all'infinito ¢ stato calcolato usando 'osservazione 3.6.10). Dunque l'integrale
richiesto fa

27 (Res(f, —1+1i)+ %Res(f, oo)> = 2mi (— + - — —) = —.

3.7.10 Esempio. Facciamo vedere che

+00 1
(U.p.)/ dr = —g.

o (224 2z +2)
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1
2(2%2 + 22+ 2)
e 0 (reale), mentre f e olomorfa all’infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore e
denominatore ¢ tre. Si ha

Infatti, posto f(z) := , si vede che f ha tre poli semplici in —144 (non reali)

I S B R

Res(f,—1+1i) =

1
2z 140)| 1y (14920 2(-1—4) 4
1 1

22—|—22+2L0_ 2

Res(f,0) =

Dunque l'integrale richiesto fa

1 -1+ 1 m
i (Res(f, +1i)+ 2Res(f, O)) i ( 1 + 4) 5

3.7.11 Proposizione. Supponiamo che P e Q) siano due polinomi tale che grado(P) <

grado(Q) — 1. Siano zi, ...,z le radici di Q) con parte immaginaria positiva, z{,. ..,z
le radici di QQ con parte immaginaria negativa e x1,...,x; le radici reali. Supponiamo che

tutte le radici reali siano semplici. Sia inoltre a un numero reale. Allora

( k !
2mi » Res (f,2;) +mi » Res(f,z;) > 0
o g Pl ; (f.2}) m; es(f,x;) sea
wn) | gyt h z

—27riZRes (f.2)) —m‘ZReS (f,zj) sea<0.

\ j=1 J=1

eiazP(z)
Q(z)

Dimostrazione. Consideriamo a > 0. Usando le stesse curve del teorema precedente si
arriva a

k
271 Z Res (emz
j=1

dove abbiamo posto f(z) :=

(v.p.) /_i % dr + / eggz; dz
M

——=| < — per un’opportuna costante M e |z| abbastanza
Q)| ~ |2

grande; ne ricaviamo che, essendo a > 0, si ha:

. P(Z) ‘ /Tr . it P(R@lt) X :
' dz| = gla(fie”) _ZiRet dt| <
/ao Q(2) 0 Q(Re™) B

P(z)

Per le ipotesi sui gradi si ha

M/ﬂ— eéﬁe(iaReit) di — ]\4/7r e—aRsin(t) dt
0 0

Si puo vedere (usando ad esempio il teorema di Lebesgue riportato nel capitolo seguente)
che I'ultimo integrale tende a zero (anche se 'integrando non tende uniformemente a zero)
per R — oo. Da questo segue la tesi. Quando a < 0 si usa lo stesso ragionamento nel
semipiano inferiore usando la curva coniugata e tenendo conto del cambio di verso. O]
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3.7.12 Esempio. Calcoliamo

+o0 eZiJ;
/_ 22 dr =: ().

o0

Tale integrale esiste nel senso dell'integrale improprio secondo Riemann, perché e?® &

limitata e e ¢ dell’ordine di 1/2? all'infinito e quindi non occorre scrivere (v.p.).
T

Applichiamo la proposizione 3.7.11. Dato che I'integrando ha un unico polo semplice con
parte immaginaria positiva, cioe z = i, si ha:

672

i N
= 277'2—, = -
2 e

21z

21z
(¥) = 21iRes (%z) = 2mi
V4

2z

z=1

Con questo calcolo, passando alla parte reale e alla parte immaginaria, abbiamo trovato

che:
+o0o 400 -
/ cos(2x) dp = 1’ / sin(2x) dz = 0,
14 22 e?

—00 —00

Notiamo che il fatto che il secondo integrale faccia zero si poteva vedere subito dato che
I'integrando e dispari.

3.7.13 Esempio. Facciamo vedere che

+oo o3
/ sin(z) _
o T

. e : : L .
Poniamo per questo f(z) := —. Questa funzione verifica le condizioni della proposizione
z

3.7.11 (a = 1) Essa ha solo un polo semplice in z = 0 per cui

—+00

(v.p.) f(z)dx = miRes(f,0) = mi e g =T

Passando alla parte reale e alla parte immaginaria si ottiene

(v.p.) / Feos@) _ (v.p.) / TEsine)

00 T 00 T

Peraltro nel secondo integrale la funzione integranda e continua anche in zero (a causa del
sin(z)) e quindi I'integrale vicino a zero esiste secondo Riemann. Inoltre essendo f una
funzione pari si ha

/ch(x)dx:%/_ccf(:c)da:j lim /ch(x)dx:g

c—+00

e questo mostra che f € integrabile in senso improprio secondo Riemann, dunque possiamo
togliere (v.p.) dal simbolo del secondo integrale.

3.7.14 Esempio. Calcoliamo

o0 :
/ xsin(x) .
oo TP A 22 +2

o0
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Zeiz

2242242
proposizione 3.7.11 (a = 1) Essa ha due poli semplici in z = —1 44 (nessuno reale) per
cui

Poniamo per questo f(z) := Questa funzione verifica le condizioni della

+oo Zezz

(v.p.) f(z)de = 2miRes(f, —1 + 1) = 2mi 2212 . =

-1 A\ Ji(—144) .
o _;j); o =m(=1+i)e T = w(=1+i)e cos(1) —isin(1)) =

[((—cos(1) + sin(1)) + i(cos(1) + sin(1))] .

® 13

Prendendo parte reale e parte immaginaria si ottiene

(v.p.) /+OO _weos(@) . _

o2 (—cos(1) +sin(1)),

(U.p.)/ w%d:@ :g(cos(l) + sin(1)).

—0o0

Si potrebbe vedere (vedi l'osservazione 3.7.15 che segue) che in questo caso entrambi gli
integrali sopra sono convergenti in senso improprio secondo Riemann e dunque possiamo
togliere (v.p.).

P(zx)
Q(x)

f e integrabile in senso improprio a +00 e a —o0, cioe esistono finiti

+00 —co —co
f(z)dz := lim / f(z)dz, /_ f(z)dzx := lim f(z)dx

c——400 c——00
co + c

3.7.15 Osservazione. Se f(x) := sin(ax) con grado(P) = grado(Q) —1 e a > 0 allora

dove ¢y € scelto in modo che tutte le radici di @ siano in [—c, ¢p]. Vediamo per esempio
che esiste ol primo integrale. Fissiamo ¢ > cp,; integrando per parti:

[ serin= [gemten] [ (L Ely omten,

g hd

(1) (2)

P(x)
Q(x)

Dato che

— 0 all'infinito e che cos(az) ¢ limitato, si ha:

1) - —= per ¢ — +00.
S Qco) @
d P(x) . .
Per quanto riguarda il secondo pezzo si puo verificare che e 00 e rapporto di due
x

polinomi con differenza di gradi pari a due (nota che derivando 1/z si ottiene —1/2?).

All
o 5 o d P(x) cos(cm;)d

dove quest’ultimo integrale ha perfettamnete senso perché appunto il termine che mol-

tiplica cos(az) ¢ dell’ordine di —. Dunque fcco f(z) dx ha limite finito come volevamo
x

dimostrare.
La stessa proprieta vale se nella definizione di f si mette cos(ax) invece di sin(az).
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La funzione f e il tipico esempio di funzione che ¢ integrabile in senso improprio
secondo Riemann, senza essere assolutamente integrabile: si puo infatti verificare che
+ . . . N . \
fCOOO |f(z)] dx = +00. Questo pone comunque dei problemi, si vedra infatti che f non e
integrabile secondo Lebesgue.

3.7.16 Proposizione. Siano P e () due polinomi e sia o un numero reale non intero.

P
Poniamo f(z) = z® (z) per x > 0 e supponiamo che
Q(z)
Jm of(z)=0,  lm zf(z)=0.
Siano z1,. ..,z le radici di Q) e supponiamo che z; ¢ [0,4o00[ per ogni j. Allora

oo tee o P(x) 271 i
(x)d:c:/o x Q) dx:m;Res(f,zj)

0

P(x
L Pl)
, Q(z)
zione di z* data da (pe®)® := p*e® per 0 < 0 < 2r. Tale funzione f non & definita sui
numeri reali positivi, ma questo non ha rilevanza per il calcolo dei residus.

dove per calcolare i residui di f dobbiamo definire f(z) = usando la determina-

i

Dimostrazione. Scegliamo la determinazione di z* e f(z) come detto sopra. E chiaro che
f ¢ olomorfa su C\ ({z1,...,2,} U[0,4+00[). Se x ¢ un numero reale positivo

lim  f(z) = f(x), lim  f(z) = P(z) lim  p®e'®? = e2™ f(x)

z—z,Sm(z)>0 z—z,3m(2)<0 Q(;L‘) 0—2m,p—x

Consideriamo il cammino 7, rappresentato nella figura 3.11. Per R grande ed r piccolo,

Yr,R

Figura 3.11: il “pacman”

la curva “allaccia”tutti gli z;. Applicando il teorema dei residui.

k
270 Z Res(f, z;) = / f(z)d=.
j=1 TR,r
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Facendo tendere r a zero si ottiene

k R
27riZRes(f,zj)—/aB( f(z)dz+/0 f(x)dx—i—/ e?* ™ f(x) dr =

0
0,R) R
) R
/ f(z)dz+(1— 626””)/ f(z)da
9B(0,R) 0

Mandando R — 400 l'integrale su 0B(0, R) tende a zero a causa dell’andamento di f
all’infinito, e dunque si ottiene la tesi. O

3.7.17 Esempio. Calcoliamo

/;oo Ve dr =: (*).

1+ 22

Applicando il risultato della proposizione 3.7.16 con o« = 1/2 si ha che, posto f(z) :=

) —: (en).

Per calcolare (*x) conviene mettere ¢ e —i in forma polare e ricordare che stiamo usando
la determinazione della radice che usa come argomento I'argomento principale. Dunque

risulta:

1+ 22’

(x) = —(Res(f,7) + Res(f, —i)) = mi (\2/—5

z
L VE
2z

z=1

- 5 . ™5 . ™ . L
se z=1=e2'si ha /2 =e4’ mentre se z = —i = €327 si ha \/z = €*1'. Ne segue
( ) e S%i 4 63% 7TZ( 731'_'_ 7331')
wx) = — [ —= ) = — (e7i' +e 07 =
2 \e2! 337 2
T = e V2

36_5 (eZ 4+ e 1 ) = 5(—2’)2%6 (61 ) = mcos(m/4) = T

Vediamo ora un modo di utilizzare i residui per calcolare la somma di alcune serie.

3.7.18 Lemma. Sia 0 < a < 2. Pern € N consideriamo il quadrato Q,, in C di vertici
+(n+1/2) + (n+1/2)i (vedi la figura ). Allora esiste una costante C' tale che

iaz
€

627rizz -1

‘ <C Vz € 0Qy, Vn.

Dimostrazione. 1l bordo di Q,, & composto dai quattro lati L& e L

LOH ={r+(n+1/2)i: —(n+1/2) <z < (n+1/2)},
LW = {t(n+1/2)+iy: —(n+1/2) <y < (n+1/2)}.

Dimostriamo la limitatezza sul lato orizzontale L>": se z = x + iy con —(n+1/2) <z <
(n+1/2) ey = (n+1/2) si ha:

elaz eia:pefa(n+1/2) efa(n+1/2)
e2miz _ | e2mizo—2m(ntl/2) _ 1| — 1 — e—27(n+1/2) n
Si vede allora che
lim CF = 0 sea;«éO7 lim CF = 0 sea#2m
n—-+00 1 sea=0 n——00 1 sea=2m,
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A(n+1/2)Hn+1/2) (n+1/2)Hn+1/2)i

n-1| -n -2 -1 1 2 n nt+l

1) (n+1/2)-(n+1/2)i

Figura 3.12: il quadrato @,

e dunque CF e limitata. Si noti che, se 0 < a < 27, C;F — 0 per n — £o00. Consideriamo
L%~; stavolta dobbiamo prendere z = x + iy con —(n+1/2) <z < (n+1/2) ey =
—(n+1/2). Si ha:

iaz ' iax a—2m)(n+1/2)

€ 6(
e2miz _ 6—27r(n+1/2)

e a—2m)(n+1/2)

o
S ey Ca

eiawea(n+1/2)y ' B

e2miz _ | e2mizo2m(ntl/2)y _

e ragionando come per C;I si vede che C; & limitato, anzi tende a zero se 0 < a < 27.
Consideriamo ora i lati verticali L%* in cui 2 = z +iy con z = +(n+1/2) e —(n+1/2) <
y < (n+1/2). Dato che eF?mi(n+1/2) — ¢#mii — _1 gj ha:

e

1 C(y)

R

6iia(n+1/2)efay ‘ ey

e2miz _ 1 eL2mi(n+1/2) p—2my _ |

e si vede ancora facilmente che C(y) € limitata (su tutto R). Si puo anche notare che, se

0 < a < 2m, allora la funzione C(y) ¢ integrabile su R. O

3.7.19 Proposizione. Sia 0 < a < 27. Siano P e Q) due polinomi tali che grado(P) <
grado(Q) — 2 e siano z, ...,z le radici di Q. Allora

P(”) wan __ . : P(Z> eiaz
2#0 Q) _%ZJZRQS (@(z)em——l’ ) |

n€z,Q(n

Dimostrazione. Per I'ipotesi sui gradi possiamo trovare una costante M tale che

‘P(z) < M 2] 4

< — per |z| grande;
Qz)| ~ [
in particolare la serie scritta sopra converge assolutamente. Consideriamo il quadrato
(), definito prima e prendiamo n in modo che @),, contenga tutti gli z;. Consideriamo la
P(z) e

e

Applicando il teorema dei residui:

funzione g(z) := ; tale funzione ¢ olomorfa in tutto C tranne {z1, ..., z; }UZ.

/8Q g(z)dz = 2mi Z Res(g, zj) + Z Res(g, h) (3.13)

J=1 [h|<n,Q(n)70
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(le radici di @) che sono anche degli interi le mettiamo nella prima sommatoria e non nella
seconda). L’integrale scritto a sinistra tende a zero per n — oo, infatti se z € 9Q),, si ha

|z] > (n+1/2) e quindi
<———Cl(0Q,) = —= —0

/aQn 9(2) dz (n+1/2)? (n+1/2)

(la lunghezza di 0Q),, vale 8(n + 1/2)— C' ¢ la costante del lemma 3.7.18). Inoltre

M SMC

P(Z) eiaz P(Z) eiaz P(h) 6iah
eslg, h) - <Q(z) e2miz — 1’ ) Q(z) 2mie?™=" | . Q(h) 2mi
Mettendo questi fatti in 3.13 e andando al limite per n — 400 si ottiene la tesi. Il

In realta, a patto di scrivere bene la tesi, si puo anche considerare il caso in cui la
differenza dei gradi sia 1. Analogamente a quanto fatto per gli integrali bisogna introdurre
il valore principale di una serie:

3.7.20 Definizione. Se (a,)nez © una successione con indici in Z, chiamiamo wvalore
principale della serie degli a,, il seguente limite (se esiste)

09) 3 meim i 3 o
n=—oo =

3.7.21 Proposizione. Sia 0 < a < 27. Siano P e @ due polinomi tali che grado(P) <
grado(Q)— e siano zi, ...,z le radici di Q. Allora

o) 3 QEZ; don = oz ZZRGS( jez;j:“_ 1,zj).

nez,Q(n

Dimostrazione. Per la dimostrazione si ripetono gli stessi ragionamenti del caso precedente
P(z) %

00, Q(Z) e27riz —1

e si riesce a concludere se si riesce a dimostrare che dz — 0 avendo a
disposizione solo che

‘ ‘ M 2| grand
— | < — per |z| grande.
BIRAE

Per trovare cio notiamo che, usando le costanti indicate nella dimostrazione di 3.7.18

P(Z) eiaz
dz| <——2 1/2)CF =0
Lot Q(2) e2miz _ | : “(n+1/2) (n+1/2)C, ’
P(z) e B
<—— —
o O02) T dz S 1/2)2(n +1/2)C; 0,
(Z) eiaz M /n+1/2
dz| <——M— Cy)d 0
Lo Q(2) e2miz — ] in (n+1/2) —n—1/2 ) dy =

(0 < a <27 !) dove I'ultimo limite & conseguenza del fatto che fj;o Cly)dy < +o0. O

3.7.22 Esempio. Siano P(z) :=1 e Q(z) := 2z2. Allora per ogni a con 0 < a < 27 si ha:

taz
e

22 (e2ﬂ'iz _

ina

>
n2

2miet?
22(627riz _ ]_) :

= —2miRes ( 1),0) = —Res(f,0) dove f(z) :=
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Lo zero ¢ (purtroppo) un polo triplo per la funzione f e la parte analitica di f &

taz 1az

2miz ' e e -
h — — _ ptazy -1
(=) e?riz — 1 g(27rz'z) g(2) CORE
: ee—1 ,
dove abbiamo posto ¢(z) := e g(z) = g(2miz).
z

Per trovare il residuo in zero dobbiamo calcolare h”(0)/2. Per questo calcoliamo le derivate
di ¢ in zero; dato che

k! 1 (27i)k
#)(0) — _ e 71 (0) = , 3.14
SO = TR o9 0= T (3:14)
Allora in particolare
2 A
10 =1 JO="F=m JO=-7

Ne segue che

W (z) =ia e g() ! — e (2)3(2) 2,

h"(z) ( )2 zazg( )—1 za emz /(Z) (Z)_ _ i(l ezaz ,(Z) (Z) o ng”(z)g(z)_Q—i—
€ (2)%9(2) 7 = €% [=a?g(2) " — (2iag'(2) + §"(2))3(2) > + 27 (2)%4(2) ]
Allora: 42 o2
R"(0) = —a® — (Qiam' - %) +2(mi)? = —a® 4 27a — %
da cui: , w(0) ) )
elna a 7T
Z P :5—7ra—|—? Va € [0, 2m].
neZ,n#0
Notiamo che - . .
Z :Z(€2+62):2 Z cos(;m)7
n€Z,n#0 n=1 n n n€Z,n#0 n

e quindi il risultato trovato sopra si puo esprimere:

cos(na) a* wa
Z n2 :Z_7+E VGE[O,QTF].
n€Z,n#0

Prendendo a = 0 0 @ = 7 si trovano le due formule:

I = (=1 s
D D o1

n=1

o

n=

3.7.23 Esempio. Con ragionamenti analoghi a quelli dell’esempio precedente, ma usando
la proposizione 3.7.21, si trova:

iaz

z (627riz _

mna

(wp) D =

neZ,n#0

= —2miRes < T 0) = —Res(f,0) Va €0, 27|
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dove (con le stesse notazioni dell’esempio precedente)

f(2) = 2mie"” e :h(z)

z(e?mz — 1) 22g(z) 22

Stavolta il polo z = 0 & doppio e il residuo da calcolare ¢ pari ad h'(0); tale valore si trova
subito usando i calcoli dell’esempio precedente: h'(0) = ia — 7i, da cui

ina

(wp) D =

neZ,n#0

= —1'(0) = —ia +im. Va €]0, 27].

Notiamo che
mna

. k . . 00 A
e ) 6zna . ezan e—zan ' SlH((l’I’L)
wp) ¥ E=m S S gm S (T r) =y

n€Z,n#0 neN,0<|n|<k n=1

da cui la relazione precedente diventa

Z sin(an) _T—a Va €]0, 2.
n 2

n=1



